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Vorwort. 



Mit vorliegender Arbeit hat es der Verfasser versucht, in der 
Theorie der geometrischen Elementargebilde (Pimktreihe, Strahlen- 
hüschel') und deren Erzeugnisse einen Schritt weiter zu thun. Der 
Verfasser übergiebt hiermit den ersten und zweiten Theil seiner diess- 
bezüglichen Untersuchungen der Oeffenthchkeit. Der erste Theil ent- 
halt die Theorie eiuzweideutiger Elementargebilde, während der zweite 
Theil deren Erzeugnisse &. i. die Curven dritter Ordnung oder Classe 
behandelt. Soviel dem Verfasser bekannt ist, wurde der Gedanke mehr- 
deutiger Gebilde nicht in der Art durchgeführt und verwerthet, wie 
diess bei projektivischen Gebilden der Fall ist. Die Letzteren beschäf- 
tigen schon seit geraumer Zeit die Geometer und haben insbesondere 
eine vollständige Theorie der Kegelschnittshnien begründet. Unter 
projektivischen Punktreihen und Strahlenbüscheln versteht man solche 
geometrisch verwandte Gebilde, bei welchen jedem Elemente (Punkt, 
Strahl) des Einen ein einziges Element des Anderen entspricht. Denkt 
man sich zwei solche Gebilde als von einander wechselseitig abMngige 
Funktionen und ihre einzelnen Elemente als Funktionswerthe, so könnte 
man zwei projektivische Gebilde wohl auch zwei „ein- eindeutige Ge- 
bilde" nennen. 

Denkt man sich nun zwei Gebilde derart, dass jedem Elemente 
des Einen ein Elementenpaar des Änderen entspricht, während jedem 



') Selbatverslfindliclt kann man auch die Ebeaenbüsehel als mitbetrachtet 
ansehen, da sie sich auf Sttahlenbflsohel zurücklührea lassen. Es wird von ihnen 
de^halls nicht gehMidelt, weil Bioh. alle über Strahlenhüachel gewonnenen Sätze 
in nnveiänderter Poem auf Bbenenhüschel übertr^en lassen. Ich hoffe in den 
folgenden Publikationen und zwar in jenen, welche von den Regelfläohen dritten 
Gradea handeln sollen, auf Ebenenbüsohel inabcBOndere zurflckzukomiiien. 

Der Verfasser, 
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vm Voi-woit. 

Element« des Letzteren uur ein einziges Element des Erstcron ent- 
spricht, so gelangt man zu geometriscli verwandten Gebilden, welche 
man in analoger Weise zwei ein-zweideutige Gebilde nennen kann. 

Die Theorie solcher Gebilde zu entwickeln soll der Gegenstand 
des ersten Theiles sein. 

Was den zweiten Tlieil betriift, so enthält er die, sich aus dem 
ersten Theil als dessen Anwendung ergebende geometrisch -consti'uktive 
Theorie der Curven dritter Ordnung viei-ter Claese, dritter Clause vierter 
Ordnung und jener der dritten Ordnung und Olasse. Der dritte Theil, 
welcher diesen beiden so bald als möglich nachfolgen soll, wird die 
Theorie der cubischen Regelflächen, die Construktion algebraischer 
Punktionen des dritten Grades und die graphische Losung der cubischen 
Gleichungen enthalten. Hiermit wäre die Anwendung der ein- zwei- 
deutigen Gebilde abgeachlosaen und es gedenkt dann der Verfasser zu 
den ein-dreideutigen und allgemein ein-n-deutigen Gebilden und deren 
Erzeugnissen zu schreiten. 

Da in der ganzen Arbeit die construktive Richtung festgehalten 
werdeil soll, so sind dem ersten Theile drei, und dem zweiten Theile 
zwei Figurentafeln beigegeben. 

Die Anordnung und Durchführung derselben wird gewiss allge- 
riiein zufriedenstellen und ich fühle mich verpflichtet, meinem geehrten 
Freunde Herrn Cael Pelz für deren freundschaftlichste Anfertigung 
meinen innigsten Dank auszusprechen. Ich danke um so wärmer, als 
Herr Pelz, weil mit dem Gegenstande vollkommen vertraut, sozusagen 
der Einzige war, von welchem ich eine korrekte und rasche Durch- 
führung erwarten konnte, welche die Veröfl'entliehung des Werkchens 
wesentlich beschleunigte. 

Prag im Juli 18Ö9. 

Der Verfasser. 
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I. Entwickeluug der allgemeinen Beziehnngeu. 

1. In der Geometrie der Ebene treten f.wei elementare Grnud- 
gebilde: „die Punktreihe nnd das Strahlen hiiscliel" als Erzeuger der 
anderen höheren Gebilde auf. 

Die Elemente der Reihe &ind Punkte und jene des Büschels sind 
Strahlen. Punkt und Strahl sind recipryke Elemente. Zwei Punkte 
erzeugen einen Strahl — ihre Verhin Jungsger ade — und zwei Strahlen 
erzeugen einen Punkt — ihren Iturchschnittspunkt, 

Entsprechend den beiden reciptoken Elementen : Punkt und Strahl 
findet man in der Ebene zweierlei u. z. wieder reciproke Gebilde 
höherer Natur. Es sind diess die Enveloppeu und die Oerter. 

Bewegt sieh ein Strahl nach einem gewissen Gesetze, so erzeugt 
er eine Enveloppe o. ümhüUungscurve, während ein, sich gesetzmässig 
bewegender Punkt eine Ortscurve erzeugt. 

Wir bezeichnen demgemäss den Strahl als das erzeugende Ele- 
ment der Enveloppen, und den Punkt als das erzengeude Element der 
Ortscurven. 

Je zwei unmittelbar aufeinanderfolgende Lagen des eine Orts- 
curve beschreibenden Punktes erzeugen einen Strahl — die Tangente 
der Curve im erzeugenden Punlcte — und je zwei aufeinanderfolgende 
Lagen des eine Enveloppe erzeugenden Strahles erzeugen einen Punlrt 
— den Berührungspunlrt der Curve mit dem bezeichneten Strahle. 

Jedem Punkte einer Ortscurve ist daher ein Stralil ^ seine Tan- 
gente — und jedem Strahle eiuor Enveloppe ist ein Punkt — sein 
Berührungspunkt — lieigeordnet. Mau kann mithin jede Ortscurve als 
Enveloppe und jede Enveloppe als Oi-tscurve betrachten. 

Passt man beide Gebildearten unter dem Ausdruck: „Curve" zu- 
sammen, so kann man sagen, dass die Natur einer Curve eine ver- 
schiedene sei, je nachdem man sie als Ort oder als Enveloppe betrachtet. 
Die beigeordneten Elemente einer Ortscurve sind die Tangenten 
ihrer Punkte, und die beigeordneten Elemente einer Enveloppe sind die 
Berührungspunkte ihrer Strahlen. 

Die einfachste Ortscm-ve ist eine Gerade, und die einfachste En- 
veloppe ist ein Punkt. 



y Google 



4 Eutwickelniig 

Dieae Curveii siiul Jie Elemente zur ErKeugniig der Curveu höherer 
Ordnungen. 

Das eine Curve erzeugende Element (bei der Ortscurve den sie 
beschreibenden Punkt und bei einer Enveloppe den sie einhüllenden 
StraJil) kann man sieb wieder durch zwei reeiproke Elemente erzeugt 
denken. 

Man gelangt so zu der Erzeugung von Ürtscurven durch Strahlon- 
büsehel und zu der Erzeugung der Enveloppen durch Punldreihe]i. 
Zwei solche gleichartige Gebilde j also zwei Büschel oder zwei Punkt- 
reihfen, kann man derart auf eiaandec beziehen, dass einem Elemente 
des einen Gebildes ein oder raelirere Elemente des anderen Gebildes 
entsprechen. Bewegt man dann ein Element so, dasa es allezeit ein 
Erzeugniss von zwei entsprechenden Elementen beider Gebilde bleibt, 
so erzeugt es eine Curve, weil sein Lauf ein gesetzraäsaig bestimmter 
ist. Zwei so aufeinander bezogene Büschel erzeugen als ihren Durch- 
schnitt eine Ortscurve, deren Punkte die Schnittpunkte entsprechender 
Strahlen sind, und zwei so aufeinander bezogenen Reihen erzeugen 
eine Enveloppe, deren Strahlen die Verbindungslinien entsprechender 
Punlde sind, um auf diese Weise eine Curve zu erzeugen, ist es 
nötliig zu untersuchen, wie am vortheilhaftesten zwei gleichartige Ge- 
bilde auf einander in obiger Weise bezogen werden tonnen. 

Um eine Beziehung zwischen den Elementen zweier Gebilde in 
algebraischer Art feststellen zu können, muss man im Stande sein, 
einzelne Elemente eines Gebildes analytisch zu fixiren. 

Diess geschieht am vortheilhaftesten mittelst des Theilverhäit- 
nisses. Sind nämlich a und h zwei feste Elemente eines Gebildes, x 
ein veränderliches Element dieses Gebildes, so versteht man unter dem 
Theilverhältniss % dieses Elementes x bei einer Punktreihe den Quo- 
tienten I = -i— , und bei einem Str ahlenbös ehel den Quotient § = -,-^. — 

Hat man nun zwei Gebilde & und Q', in beiden die festen Elemen- 
tenpaare a, 6 und d, h' , auf welche man mittelst des Theilverhält- 
nisses die beweglichen Elemente der betreffenden Gebilde bezieht, imd 
sind I, I' die Theilverhältnisse zweier Elemente x und x' der beiden 
Elemente G mid G' \ so kann man solche zwei Elemente der beiden 
Gebilde als einander entsprechend bezeichnen, welche einer vorge- 
legten, sonst willkührlichen Gleichung f (|, |') = zwischen den bei- 
den Theüverhältnissen genügen. 

Wird ein Element des einen Gebildes, z. B. a; in tr angenommen, 
so liefert die Gleichung f (|, §') =^ (welche wir die Verwandtschafts- 
gleichung nennen könnten), wenn man statt | das Theilverhältniss 
von X einsetzt und die Gleichung nach |' auflöst, die Theilverhältnisse 
der, dem Element x entsprechenden Elemente des Gebildes G'. 
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2. Die einfachste Verwandtschaftsaiii zweier Gebilde, welche auch 
biaher aussehliesslich und mit so herrlichen Erfolgen von den Geome- 
tern betrachtet wurde, ist die Verwandtschaft der Projectivität. Zwei 
verwandte Gebilde von solcher Beschaffenheit, dass jedem Elemente 
des einen ein und nur ein einziges Element des anderen und umge- 
kehrt entspricht, heiaseu projectivisch. 

Die Verwaudtschaftsgleicbung zweier projectivisch eil Gebilde musa 
daher in beiden Variabein vom ersten Grade sein und wird demnach 
die Form: 

besitzen. 

Sie enthält drei Constanten a, «', b, welche durch ebensoviele Paare 
entsprechender Elemente eliminirt werden können. Desshalb sind zwei 
projectivische Gebilde durch drei Paare entsprechender Elemente be- 
stimmt, und kann man zwischen vier Paaren entsprechender Elemente 
eine von der besonderen Anordnui^ der Elemente unabhängige Rela- 
tion herstellen. 

Diese Relation ist die Doppelverhältnissgleichlieit. Sind die bei- 
den projectivischen Gebilde auf demselben Träger, also zwei Bilsehel 
mit demselben Seheitel oder zwei Punkti-eihen auf dörselben Geraden, 
so kann man die beiden Theilverhältnisse auf dasselbe Gnmd- 
elementenpaar beziehen und dann die Frage aufwerfen, wie vielemal 
ein Element des einen Gebildes mit seinem entsprechenden zusammen- 
fällt, oder wie viel Doppelelemente in zwei projectivischen Gebilden 
desselben Trägere existiren. Die Antwort wird durch die Substitution 
§ ^ I' in die Verwandtsehaftsgleichung erhalten. Man erhält durch 
diese Substitution eine quadratische Gleichung für |, zum Zeichen, dasa 
zwei solche Gebilde zwei Doppelelemente besitzen, welche reell oder 
imaginär sein können. 

3. Zwei projectivische Grundgebilde von derselben Ai-t können 
eine doppelte Lage in der Ebene besitzen. Es sind diess die beiden 
Lagenarten, welche man als die perspectivisebe und die projectivische 
bezeichnet. 

Zwei Gebilde sind in perspectivischer Lage, wenn sich zwei ent- 
sprechende Elemente in dem, beiden Gebilden gemeinschaftlichen Ele- 
mente decken. 

Zwei Punktreihen sind perspectivisch, wenn in iln'em Schnittpunkte 
ein Paar entsprechender Punkte vereinet sind. Dann gehen bekannt- 
lich die Verbindungslinien entsprechender Punkte durch einen und den- 
selben Punkt — das perspectiviscbe Centrum beider Reihen. 

Zwei Büschel sind perspectivisch , wenn in der Verbindungslinie 
ihrer Scheitel ein Paar entsprechender Strahlen zusammenfallen. Dann 
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schneiden sich bekaiintlieli elitsprechende Strahlen in Punkten einer 
Geraden — des perspectivischen Durchschnitts heider Büscheh 

Zwei Gebilde, welche nicht perspectiviseh liegen, sind projectiviseh 
gelegen. Um zwei perspeetivische Gebilde vei-voUständigen zu können, 
bedient man sich des perspectivischen Centrums oder Durchschnittes 
derselben, und führt die Vervollständigung projectiviseh liegender Ge- 
bilde auf jene der perspectiviseh liegenden in bekannter Art und 
Weise zurück. 

Man erhält so die Theorie des Directionscentrums projectivischer 
Büschel tind der Directionsase projectivischer Punktreihen. 

Schliesslich sei noch erwähnt, dass man von den projecti vi sehen 
Gebilden unmittelbar zur Theorie der Curven zweiter Ordnung und 
zweiter Classe, der Kegelschnitte, gelangt und dass deren elegante 
Construetion durch die Sätze von Pascal und Brianchon nur eine syme- 
trische Ausdrucks weise der Vervollständigung projectivischer Sttahlen- 
büschel und Punktreihen ist. 

4. Wenn man von den projectivischen Gebilden, welche man 
auch als die „ein-ein-deutigeu Gebilde" bezeichnen könnte und 
welche die einfachste Natur geometrischer Verwandtschaft aufweisen, 
höher hinaufsteigt, ao gelangt man consequenterweise zu denjeni- 
gen verwandten Gebilden, welche wir als die „ein-zwei-deutigen 
Gebilde" bezeichnen wollen. 

„Zwei Gebilde G' und Cr" sind in ein -zwei -deutiger Beziehimg, 
oder sie sind ein-zwfi deutige Gebilde, wenn einem Elemente x des 
einen Gebildes G-' zwei Elemente Xj" und x^" des anderen Gebildes 
entsprechen, aber jedem Elemente x" des Gebildes G" nur das einzige 
Element nf des Gebildes Q' entspncht." 

Das Gebilde 6f' nennen wir dann das eindeutige uud das Ge- 
bilde Cr" das zweideutige Gebilde. 

In der That kann man jedes Gebilde als eine Art von Funktion 
betrachten und seine Elemente als Funktionswerthe. Dann ist jedes 
der beiden Gebilde G' und G" eine Funktion des anderen, weil jedem 
Elemente des einen ein oder zwei Elemente des anderen entsprechen. 
Es ist nun in dieser Auftässungsweise G" eine zweideutige Funktion, 
weil jedem Werthe von (?' zwei Werthe von G" entsprechen, und (?' 
ist eine eindeutige l\ijiktion, weil jedem Werthe von G" nur ein Wertli 
von G' angehört. 

Desshalb habe ich die bei Funktionen übliche Benennung auf 
geometrische Gebilde angewandt und, wie sich später zeigen wird, die 
Anwendung auch weiter durchgeführt. 

Bezeichnen wir das Theilverhältniss eines Elementes des eindeu- 
tigen Gebildes G' mit |' und jedes des entsprechenden Elementes im 
zweideutigen Gebilde G" mit |", so muss die Verwandtechaftsgleichung 
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/■(!', ^") = von fler Art sein, dass einem "VVerfche von |" nur ein '^', 
aber jedem Werthe von §' zwei Werthe von g" z. B. Ij" und |," entspre- 
chen. Die Verwandtscliaftsgleichung muas daher in §' von erstem 
Grade und in |" von zweitem Grade sein, und wird die allgemeine Form: 

r («. r" + o, r + «,) + ih f + \ r + sj = o 



Die Doppeldeutigkeit des Gebildes G" iat aus der Verwandtsehafte- 
gleichung ungemein leicht abzusehen. Ist uämhch x' ein Element des 
Gebildes Q' , welchem das Theilverhä]ttiiss |' zukommt, so liefert die 
Gleichung, wenn man statt |' diesen paiticulären Werth einsetzt, zwei 
Wurzeln ^{' gj", weiche die Theilverhältnisse der beiden dem Punkte 
x' entsprechenden Punkte x(' x^' sind. 

5. Die Verwaiidtscbaftsgleichung der einzweideutigen Gebilde ent- 
hält, wie ihre Form unmittelbar lehrt, fünf unabhängige Consianten, 
nämlich die Verhältnisse von fünfen der Grössen «^ «, a^ ^o ^i ''? zur 
sechsten. Wenn diese ffinf Verhältnisse bekannt sind,, so kann man 
die Verwandtschaftagleichung aufstellen und zu jedem Elemente des 
einen Gebildes die Entsprechenden des anderen Gebildes bestimmen. 

Die beiden Gebilde können also dann vervollständigt werden — 
sie sind bestimmt. 

Es ist nun für die geometrische, also conatructive Betrachtungs- 
weise nöthig, die Yerwandtachaftsgleichung und somit die fünf Con- 
stanten zu umgehen und zu trachten, die beiden ei n-zwei- deutigen Ge- 
bilde auf rein geometrische Weise zu bestimmen. Diess wird selbst- 
verständlich durch Angabe von Paaren entsprechender Elemente ebenso 
geschehen, wie bei den projeetivischen oder ein-ein-deuMgen Gebilden. 
Es fragt sich daher zunächst: „wie viel Paare entsprechender Ele- 
mente sind zur Bestimmung der heiden einzweid entigen Gebilde (?' 
und Q" nothwendig und hinreichend?" Die Antwort auf diese Frage 
ist leicht gefunden. 

Kennt man ein Paar s^ s!' von entsprechenden Elementen, so kennt 
man auch deren Theilverhältnisse §' und |", und weiss, dass diese in 
die Verwandtschaftsgleichung eingesetzt dieselbe erfüllen müssen. Führ 
man diese Substitution wirklich aus, so erhält man eine Bedingunga- 
gleiehung zwischen den fünf unabhängigen Constanten, in welcher die- 
selben linear vorkommen. 

Man wird also so viel Elementenpaare benöthigen, als Gleichungen 
iiöthig sind, um fünf Unbekannte zu bestimmen — also f^nf. 

„Zwei ein-zwei-deutige Gebilde sind vollkommen be- 
stimmt, wenn fünf Paare entsprechender Elemente be- 
kannt sind; man kann dann zu jedem sechsten Elemente 
die entsprechenden construiren." 

6, Nachdem wir erkannt haben, dass zwei einzweideutige Ge- 
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bilde dui'ch fünf Paare entsprechender Elemente bestiiurat aiiid, orlibrigt 
nocb zu beraer]£en, dass sich eine allgemeine von der besonderen An- 
ordnung der Gebilde unabhängige Relation angeben lässt, welche eine 
Beziehiuig zwischen sechs Paaren entsprechender Elemente ausdrückt. 
Diese Relation entspringt aus der Elimination der Constanten in 
der Verwandtschaftsgleichung. Nimmt man sechs Paar entsprechen- 
der Elemente und setzt ihi'e Theilverhältnisse , wie sie einander paar- 
weise zugehören, in die Verwandtschaffsgleichung, so erhält man sechs 
Gleichungen, aus welchen sich die sechs Grössen a^ a^ a^ ftg J)^ h^ eli- 
miniren lassen. Das Eliminationsresultat, welches durch das Ver- 
schwinden einer Determinante ausgedrückt wird, enthält dami die Be- 
ziehung zwischen den sechs Paaren entsprechender Elemente. 

7. Der Natur der zwischen den einzweideutigeu Gebilden (?' und 
G" bestehenden Beziehung nach, entspricht jedem Elemente x' des 
Gebildes G' ein Elementenpaar x," f/' des zweideutigen Gebildes G". 
Das Elemeufafnpaar kann ebensowohl reell, als auch imaginär sein. 
Zwischen beiden Fällen liegt jeuer des Zusammenfallens. Es kann 
nämlich im eindeutigen Gebilde solche Elemente geben, deren im zwei- 
deutigen Gebilde entsprechende Elemente in ein einziges zusammen- 
fallen. Wie vielmal diess bei einzweideutigen Gebilden im Älls>emei- 
nen vorkommt, wollen wir nun untersuchen. 
Gehen wir zur Verwandtschaftsgleichung: 

§' («„ r' + «, r 4- a.) + ih r' + h ^" + h) = ^ 

zurück, so kommt unsere hVage darauf hinaus, zu untersuchen, wie 
viel Werthe von |' es giebt, welche die quadratische Gleichung für g" 
zu einer solchen machen, die gleiche Wurzeln besitzt oder, was das- 
selbe ist, welche den linken Theil der Verwandtsehaftsgleiehung zu 
einem vollständigen Quadrate machen. Die Bedingung, dass die 
quadratische Gleichung in §" gleiche Wurzeln besitze, ist das Ver- 
schwinden der Diskriminanfce. 

Nun ist die Diskriminante in |' vom zweiten Grade und man er- 
hält somit zwei Werthe fftr |' und dem ent-sprechend zwei Elemente 
des eindeutigen (Jebildes tr', deren entsprechende Elementenpaare im 
zweideutigen Gebilde in ein einziges Element zusammenfallen. 

Es wird diess durch das Nachfolgende etwas klarer werden. 

Ordnet man die Verwandtsehaftsgleiehung nach <len Potenzen von 
I", so hat mun 

r- (,«» r + K) + r' c, ^' + ^,) + {^2 ^' + m — " 

mid daraus 

^.. _ -(«, r + h,) ± yTaTV+l,)' - i ("n i" + Do) («2 SH^M 

Sollen nun die beiden deni g' entsprechenden Werthe von |' 
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zusammeiif allen , so ranss die Wurzelgrösse rechts vetschwiudeii , iukI 
man erhält für |' die qiiadratisclie Gleichung: 

(o, r + 6,)' - 4 {(., r + %) («, r + Si) - 0^ 

deren linke Theil uiehta anderes als die erwähnte Diskriminante ist. 

Die zwei Wurzeln dieser quadratischen Gleichung wollen wir mit 
V und Ol bezeichnen. Es sind also v und cj die Theilverhältnisse jener 
Elemente v' vf des eindeutigen Gebildes G-', deren entsprechende Ele- 
mente iJ^" Wj", w(' w^" zusammenfallen. Die Elemente v{' v^', welche 
dem Elemente »/ entsprechen, fallen zusammen und sollen demgemäss 
mit v^^' , und ebenso die dem w' entsprechenden zusammenfallenden 
Elemente mit w^{' bezeichnet werden. 

Die beiden Elemente iijj" und tOy{' , deren jedes eigentlich dop- 
pelt zu zählen ist, weil es ein Elementenpaar vorstellt, mögen „die 
Doppelelemente des zweideutigen Gebildes" heissen, während 
die Elemente u' und w', denen sie entsprechen, „die Yerzweigungs- 
elemente dea eindeutigen Gebildes" heissen sollen, 

„Das eindeutige Gebilde von zwei in ei n-zwei- deutiger 
Beziehung stehenden Gebilden enthält zwei Verzweiguiigs- 
elemente, denen im zweideutigen Gebilde die doppelt zu 
zählenden Doppeielemente entsprechen." 

Es ist Wühl nicht nöthig, zu beweisen, dass die Verzweiguugs- 
elemente gleichzeitig mit den Doppelelementen reell oder imaginär sind. 
8. Jenachdem die Verzweigungselemente und die Doppelelemente 
reell oder imaginär sind, weiset das zweideutige Gebilde G" ein dop- 
peltes Verhalten a\if. 

Jedem Elemente af des eindeutigen Gebildes G' entspricht ein 
reelles oder imaginäres Eleraentenpaat x^' x.^' des zweideutigen Ge- 
bildes G-". 

Ist nun die Verwandtachaft derart, dass es auf G' ebensowohl 
Elemente gibt, denen reelle, als auch solche, denen imaginäre Ele- 
mentenpaare auf tr" entsprechen, so müssen die Doppeleraente von 
G" und somit auch die Verzweigungselemente von G' reell sein, weil 
sie eben den Uebergang von der einen Art der Elemente zu der an- 
deren bilden. 

Sind dagegen die Doppelelemente in (jr" , also auch die Verzwei- 
gungselemente von (?' imaginär, so gibt es — falls die Beziehung 
reeU ist, d. h. faUs die Ooefizienten der Verwandtschaftsgleichung reell 
sind — auf & keine Elemente, denen in G" imaginäre Elementen- 
paare entsprächen; und somit gibt es in G" überhaupt keiae imagi- 
nären Elementenpaare. Wir sagen nun in dem Falle, als es in G' 
Elemente gibt, deren entsprechende Elementenpaare in Q" imaginär 
sind, „das Gebilde G" sei complex", während wir es ,, reell" 
nennen, wenn es auf G' solche Elemente nicht gibt. 
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Dann leuchtet sofort die Richtigkeit des folgendes Satzes ein: 

„Ist das zweideutige Gebilde von zwei in oiii-zwei-deii- 
tiger Beziehung stehenden Gebilden complex, so sind die 
Doppelelemente desselhen und die Verzweigungselemente 
des eindeutigen Gebildes reell; ist dagegen das zweideu- 
tige Gebilde reell, so sind die Doppelelemente, sowie die 
Verzweigungaelemente imaginär." 

Wenn das zweideutige Gebilde complex ist, so wird das eindeu- 
tige Gebilde durch die Verzweigungselemente in zwei Partieen getheilt. 
Den Elementen der einen Partie entsprechen reelle und jenen der an- 
deren Partie imaginäre E lern enteup aar e im zweideutigen Gebilde, 

9. Bisher haben wir die beiden Gebilde in beliebiger Lage vor- 
ausgesetzt. Es ist nun für uns wichtig, den i'all zu untersuchen, 
wenn diese beiden Gebilde denselben Träger besitzen. Es wird in 
diesem Falle geschehen können — und im Allgemeinen auch immer 
geschehen — dass Elemente mit ihren entsprechenden Elementen zu- 
sammenfallen. Solche Elemente nennen wir dann „Doppelelemente 
beider Gebilde." Wenn also ein Element x' des eindeutigen Ge- 
bildes (?' mit einem der beiden ihm entsprechenden Elemente, z. B. 
x{' zusammenfitllt, so bilden af x" ein Doppelelement beider Gebilde. 
Um die Frage nach soleben Doppelelementen zu beantworten, benützen 
wir unsere Verwandtschaftsgleichung t 

r (o. r= + », r + <«,) + (s. r + s, i" + ki - o. 

Die beiden Th eil Verhältnisse 5' und |" kann man in diesem Falle 
auf ein und dasselbe Grundelementenpaar beziehen. Ist nun af ein 
Doppelelemeut, d. h. fällt es mit dem ihm entsprechenden Elemente 
Xi" zusammen, so haben beide dasselbe Theilverhältniss und somit er- 
geben sich aus der Verwandtschaftsgleichung die Doppelelemente bei- 
der Gebilde, wenn man g' = |", z. B, = § setzt. Man erliält eine 
cubische Gleichung 

5 {». i' + «,i + «,) + (». r + 6, { + « - 0. 

Die drei Wurzeln dieser cubischen Gleichung sind dann die Theil- 
verhäitnisse der drei Doppeleleraente beider Gebilde, 

„Zwei einzweideutige Gebilde auf demselben Träger 
besitzen drei Doppelelemente." 

Wir machen auf den Unterschied aufmerksam zwischen ,, Doppel- 
elemente zweier Gebilde" und „Doppelelemente eines Gebildes." 
Erstere können nur bei Gebilden mit demselben Träger auftreten und 
entstehen dadurch, dass ein Element mit einem seiner entsprechenden 
zusammenfällt, während letztere in jedem Gebilde esistiren, wofern das- 
selbe mehr als eindeutig ist, und dadurch entstehen, dass zwei einem 
Element entsprechende Elemente zusammenfallen. Die Doppel- 
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e]emente zweier ein-zwei-deutigen Gebilde auf demselben Träger wer- 
den bestimmt durch die Wurzeln der letzten cubischen Gleichung. Es 
können daher dem Verhalten der Wurzeln dieser Gleichung gemäss 
folgende Fälle eintreten: 

1) Die drei Doppelelemente sind reell 

2) Zwei sind imaginär, das dutte leell 

3) Zwei fallen zusanunen; dann muss dib dnttt leell sein. 

4) Alle drei Doppelelemeiite fallen zusammen 

Die ersten zwei Fälle haben weitei Leine besondeie Wichtigkeit, 
indem sie nur der geometrische Ausdruck der Reahtat oder Nicht- 
realität der Wurzeln der cubischen Gleichung sind 

Betrachten wir den Fall, wenn zwei der Doppelelemente der bei- 
den Gebilde zusammenfallen, so muss für diesen die Diskriminante der 
letzten Gleichung verschwinden, und wenn alle drei Doppeleleraente 
zusammenfallen, so muss der linke Theil dieser Gleichung ein vollstän- 
diger Cubus sein. 

Wir werden diese besonderen Fälle bei ihrer geometrischen Be- 
trachtung näher und eingehender untersuchen. Hat man zwei ein- 
zweideutige Gebilde mit verschiedenen Trägem und vereinigt man 
sie durch eine Ortsveränderung auf demselben dritten Träger, so wird 
es im Allgemeinen dreimal geschehen, dass ein Element mit seinem 
enteprechenden zusammenfällt. Nun können zwei Fälle eintreten. Ent- 
weder fällt ein gewöhnhchea Element mit seinem entsprechenden zu- 
sammen, oder es kann möglicherweise ein Verzweigungselement des 
eindeutigen Gebildes mit dem ihm entsprechenden Doppelelemeiite des 
zweiten Gebildes zusammenfallen. Es entsteht die Frage, ob in die- 
sem zweiten Falle dieses Doppelelement heider Gebilde niclit als ein 
zweifaches zu betrachten ist, und also unter den Punkt 3) einznbe- 
greifen wäre. Wir werden am betreffenden Orte diese Frage mit Nein 
beantworten müssen, indem wir erkennen werden, dass ein solches 
Doppelelement die Natur eines einfachen besitzt. 

10. Solche einzweideutige Gebilde auf demselben Träger kann 
man leicht herstellen, wenn man von zwei beliebig liegenden solchen 
Gebilden aus einem und demselben Punkte den Schein nimmt, wenn 
es zwei Punktreihen sind — oder mit einer und derselben Transver- 
sale den Schnitt sucht, wenn es zwei Büschel sind. Schneidet man 
also zwei einzweideutige Busche! mit derselben Transversale, so sind 
die zwei entstandenen Punktreihen ebenfalls in ein -zweideutiger Be- 
ziehung; und projicirt man zwei ein-zwei-deutige Punktreihen durch 
Strahlen aus einem und demselben Pimkte, so entstehen zwei einzwei- 
deutige concentrische Strahlenbüsohel, 

11. Es ist wichtig auf einen Umstand aufmerksam zu machen, 
welcher bei der Theorie einzweideutiger Gebilde auftritt, nämlich, dass 
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^ipse rhenie natuigemasser Weise jene dci quadratisclittH luvolutiuiieii 
m biet trith It 

Den einzelnen Elementen des einleutigen Gebildes (?' entspreelieu 
Elementenpaare lei zweideutigen (reb Ides G-", welche dann offenbar 
m hrer bebdinmtlieit nt qu'tdiitische Inv litiou bilden. Ein solches 
E lerne ütenpa 11 i-'t namhüh lestimmt ^olald man eines seiner Ele- 
mente lennt Denn wire z B das Element a:,", welches dem Ele- 
ment a. des emdeut ^en debiles Lnfaji clt bekannt, so ist auch sf 
und lemi ach auch las zweite dem t entsprechende Element a^^" be- 
] annt nclohes mit t-i em Elementenpaai bildet. Die Vertanschungs- 
fahigkeit welche me Hauj toi^ensehift dei Involution ist, kann hier 
lofoit Pikinnt weiden und fliesst aus der Bemerkung, dass je ein Ele- 
mente ipair dcb zweideutigen G-ebildei ein^m Elemente des eindeutigen 
entspncht. 

,,Die sämmtlicheu, den einzelnen Elementen des ein- 
deutigen Gebildes entsrechenden Elementenpaare des 
zweideutigen Gebildes bilden eine quadratische Involu- 
tion; die Doppelelemente dieser Involution sind die Dop- 
pelelemente des z.weideutigen Gebildes und entsprechen 
den Verzweigungselementen des eindeutigen Gebildes," 

Aus der Theorie der Involutionen zweiten Grades, welche wir hier 
natürlich nicht entwickeln wollen, sondern in ihrer ganzen Ausdehnung 
als bekannt voraussetzen, folgt dann unmittelbar: 

„Das einem Elemente des eindeutigen Gebildes ent- 
sprechende Elementenpaar im zweideutigen wird von dem 
Doppelelementenpaar harmonisch getheilt." 

Dieselben Ergebnisse fliessen aus der Verwandtschaftsgleichung, 
Betrachtet man nämlich das Theilverhältniss |' als einen veränder- 
lichen Parameter, so ist unsere Verwandtschaftsgleichung nichts ande- 
res als die Grundgleichung der quadratischen Involutionen. Wenn 
man das zweideutige Gebilde als eine Involution auffasst, was es auch 
wirldich ist, so entspricht jedem Elemente des eindeutigen Gebildes 
ein Elementenpaar der Involution oder die Involution ist mit dem ein- 
deutigen Gebilde projectivisch. 

,,Zwei ein-zwei-deutige Gebilde repräsentireu eine 
Involution mit einem ihr projectivischen Gebilde," 

Es ist selbstverständhch, dass dann das Doppelverhältniss von irgend 
vier Elementen des eindeutigen Gebildes gleich ist dem Doppelverhält- 
niss der entsprechenden vier Blementenpaare des zweideutigen Gebildes- 
Das Doppelverhältniss von vier Paar Elementen des zweideutigen 
Gebildes ist das Doppelverhältniss der vier zu einem festen Elemente 
hannonischen Elemente bezüglich dieser Elementenpaare. Das feste 
Element ist dabei ganz willkührlieh. 
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H. Erzeugnisse ein-zwei-deiitiger ElemeiitargeMldo. 

12, Sind zwei Gebilde G' G" in einzweideutiger Bezielmug, so 
erzeugen sie eine Carve. Ist nämlicli 3f ein Element des eindeutigen 
und x^' x.f die ihm entsprechenden Elemente des zweideutigen Gebil- 
des, so erzeugt das Element af mit jedem der Elemente x" und x^' 
ein ihm reciprokes Element. Wenn also x', x(' , x^' Punkte sind, so 
werden zwei Strahlen erzeugt und wenn ic", x{' , x{' Strahlen sind, so 
werden Punkte erzeugt. Diese erzeugten reciproken Elemente bilden 
nun in ihrer Gesammtheit eine Curve; eine Ortscurve, wenn die Ge- 
bilde Büschel sind, und eine Enveloppe, wenn die Gebilde Reihen sind. 

Betrachten wir nun insbesondere zwei in einzweideutiger Be- 
ziehung stehende Stralilenbüschel G' und G". G-' soll das eindeutige 
und G" das zweideutige Gebilde sein. Entsprechende Strahlen schnei- 
den sich in Punkten der Ebene, welche in ihrer Gesammtheit eine 
Ortscurve bilden, deren Charakter wir nun näher untersuchen wollen. 
Die Ordnungszahl der Curve wird bekanntlich durch die Zahl der 
Schnittpunkte bestimmt, welche die Curve mit irgend einer Geraden 
T ihrer Ebene liefert. Nun bestimmen die beiden Büschel .auf einer 
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zusammen, weil da der gemeinficliaftliche Strahl beider Büsche! mit 
seinen beiden entsprechenden zusamnientri&t. 

Jede durch den Scheitel des zweideutigen Büschels gehende Trans 
versale schneidet also die Curve in diesem Scheitel in zwei zusammen- 
fallenden Punkten, und folglich ist dieser Scheitel ein Doppelpunkt der 
Curve. Wir können also sagen: 

„Der Durchschnitt ' zweier ein-zwei-deutigen Büschel 
ist eine Curve dritter Ordnung, welche im Scheitel des 
eindeutigen Büschels einen einfachen und im Scheitel des 
zweideutigen Büschels einen Doppelpunkt besitzt." 

Die analoge Betrachtung für einzweideutige Reihen liefert den Satz : 
,,Die Bnveloppe zweier einzweideutigen Reihen (resp. 
der Verbindungslinien ihrer entsprechenden Punkte) ist eine Curve 
dritter Classe, welche den Träger der eindeutigen Reihe 
zu einer einfachen und den der zweideutigen Reihe zu 
einer Doppeltangente besitzt." 

Auf die ausführliche Theorie dieser Curven werde ich, auf die 
jetzt zu entwickelnden Prinzipien gestützt, im zweiten Theile zurück- 
kommen. 

13. Zwei projectivische Gebilde erzeugen bekanntlich in allge- 
meiner Lage einen Kegelschnitt, während sie in spezieller Lage einen 
Gränzfall der Kegelschnitte, also entweder zwei Geraden oder zwei 
Punkte erzeugen. Zwei projectivische Büschel z, B. sind dann per- 
spectivisch, wenn sich der gemeinschaftliche Strahl beider Büschel 
selbst entspricht. Die Schnittpunkte entsprechender Strahlen liegen 
auf einer Geraden — dem perspectivischen Durchschnitte — welcher 
als das Erzeugniss beider Büschel anzusehen ist. Zu diesem Erzeug- 
nisse ist überdiess der gemeinschaftliche Strahl beider Büschel zu neh- 
men, weil jeder seiner Punkte als Schnittpunkt der beiden, in ihm 
zusammenfallenden sich entsprechenden Strahlen angesehen werden 
kann. Es entstehen auf diese Weise zwei Gerade oder ein Kegel- 
schnitt mit einem Doppelpunltte. 

Ebenso ist das Erzeugniss zweier perspectivischen Punktreiheu ein 
Punktepaar oder ein Kegelschnitt mit einer Doppeltangente. 

Es entsteht nun naturgemäss die Frage, ob nicht eine der per- 
spectivischen Lage der projectivischen Gebilde ähnliche Lage der ein- 
zweideutigen Gebilde existire. Dem ist in der That so. 

, Hat man zwei ein zweideutige Gebilde G' und G" , welche unter 
Beibehaltung der gegenseitigen Lage ihrer Elemente eine Ortstrans- 
formatiou erleiden können, so kann man sie in doppelte Lage zu ein- 
ander in der Ebene hringen. 

1) Die allgemeine Lage, welche wir bisher vorausgesetzt haben 
und welche analog ist der allgemeinen Lage der projectivischen Gebilde. 
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2) Die der perspeetmschen Lage der projectivischen. Gebilde ana- 
lere Lage, d. i. also jene, in welcher zwei sieh entsprechende Ele- 
mente beider Gebilde aufeinander fallen. Wir wollen diese Lage der 
einzweideutigen Gebilde die „reducirte Lage" derselben nennen. 

„Zwei einzweideutige Gebilde sind also in reducirter 
Lage, wenn sich ihr gemeinschaftliches Element selbst 
entspricht." 

14. Nachdem wir in Art. 12 die Erzeugnisse einzweideutiger Ge- 
bilde in allgemeiner Lage kennen gelernt haben, übergehen wir jetzt 
zu den Erzeugnissen solcher Gebilde in redueivter Lage, 

Es ist im vornhinein zu erwarten, dass dieselben einfacher, als 
jene in Art, 12 aufgetretenen sein werden. 

Betrachten wir zwei einzweideutige Büschel G' G" in reducirter 
Lage, also in einer solchen Lage, dass dem gemeinschaftlichen Strahle 
g beider Gebilde, wenn man ihn zum eindeutigen Büschel rechnet und 
daiin mit / bezeichnet, er selbst, also wieder g im zweideutigen Bü- 
schel entspricht. Er möge dann mit g^' bezeichnet werden. Selbst- 
verständlich wird dem g' ausser g^" noch ein zweiter Strahl g^' ent- 
sprechen. 

Die beiden Büschel in solcher Lage, welche wir als die reducirte 
bezeichnet hatten, ergeben eine Oiirve, zu weichet der gemeinschaft- 
Uche Strahl als Bestandtheil gehört, da man jeden seiner Punkte als 
den Schnitt des Strahles (/' mit seinem entsprechenden g," betrachten 
kann. In der That, schneidet man die beiden Büschel durch irgend 
eine Transversale T, so wird der Schnittpunkt der Transversale mit 
dem gemeinschaftlichen Strahl g einer der drei Doppelpunkte der auf 
T entstehenden einzweideutigen Reihen sein und folgbeh der Ciinr 
angehören. Da diess für alle Punkte deis gememaehafthchen Strahles 
gilt, so ist der ganze Strahl g, als Linie aufgefasst, ein Bestandtheil 
der erzeugten Curve. Die Gerade 'g ist eine Cur\e eister üidnung, 
und da das Erzeugniss der beiden einzweideutigen Buchet eine Ouive 
dritter Ordnung sein niuas, so müssen sich die übrigen Strahlen der 
beiden Büschel auf einem Kegelschnitte schneiden. Diesen Kegel- 
schnitt wollen wir den „ ß e du ctionske gel schnitt" der beiden 
Büschel nennen. Was seine Lage betrifPt, so ist leicht einzusehen, 
dass der Scheitel des eindeutigen Büschels G', weil er schon einmal 
auf dem zum Erzeugniss gehörigen Strahle q liegt und nach Art. 12 
ein einfacher Punkt des Erzeugnisses sein musa, ausserhalb der Peri- 
pherie des Redactionskegelschnittetj hegen muuse, wogegen der Scheitel 
des zweideutigen Büschels G", weil ei ein Doppelpmikt der erzeugten 
Curve sein soll, auf dem Reductionskegelschnitt sich befinden muss. 

Die reciproken Betrachtungen geben auch die reciproken Resultate. 
Beide Arten der Ergehnisse kann man m folgendem Dualsatze ausdrücken: 
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„Entsprechende Strahlen 
zweier in reducirter Lage be- 
findlichen Büschel G' und 
G" j welche in ein-zwei-deu- 
tiger Beziehung zueinander 
stehen, durchsehneiden sich 
in Punkten eines Kegel- 
schnittes — des Reductions- 
kege) Schnittes li ^. Der 
Scheitel des zweideutigen 
Büschels G" ist ein Punlct 
von R, während jener des 
eindeutigen Büschels G-' aus- 
serhalb der Curve E liegt." 



„Die Verbindungslinien 
sprechender Punkte 



n reducirter Lage be- 
findlichen Reihen G' und G", 
welche in ein-zweideutigeu 
Beziehung zu einander ste- 
hen, umhüllen einen Kegel- 
schnitt — den Reduetions- 
kegelscbnitt R — . Der Trä- 
ger der zweideutigen Reihe 
G" ist eine Tangente von Ji, 
während jeuer der eindeuti- 
gen Reihe G' die Curve J^ 
schneidet." 

Die beiden einzweideutigen Gebilde G' und G" werden also sofort 
bestirnt sein und vervollständigt werden können, wenn man den Re- 
ductionskegelschnitt R und die Träger der beiden Gebilde kennt. 

15. Sei Fig. 1 (Taf. I) R der Reductionskegelschnitt zweier ein- 
zweideutigen Punbtreihen G' und G". Der Träger T" der zweideutigen 
Reihe ist dann nach Art. 14 eine Tangente von R, während es der 
Träger T der eindeutigen Reihe O' nicht ist. 

Einem Punkte x, ') der zweideutigen Reihe ist jener einzige Punld 
X der eindeutigen zugeordnet, in welchem der Träger T von der 
durch x^ an R gehenden Tangente li getroffen wird. 

Dagegen entsprechen jedem Punkte x der eindeutigen Reihe jene 
zwei Punkte x, x^, in welchen ihr Träger T' von den durch x an B 
gehenden Tangenten 1, |j getroffen wird. 

Die Punlcte x^ x^ bilden Paare einer Punktinvolution ; denn nach 
der Theorie der Kegelschnitte bilden die von den einzelnen Piuikten 
einer Geraden (2*) an einen Kegelschnitt (ü) gezogenen Tangenten- 
paare (I, gj) eine Tangenteninvolution, welche von jeder Tangente {T') 
m einer projectivischen Punktinvolution getroffen wird In dei Thit 
ist auch der Chai-iktei der Involution dadurch ausgedruckt, dass das 
Punktepaar Xi x^ vollkommen bestunmt ist, sobald man einen seiner 
Punkte kennt Waie z B , bekannt, so findet m'm (,, indem man 
von x^ an R die iau^t,nte 1^ zieht und durch ihren fechnittpunkt r 
mit T iu E die zweite Tangente | zieht, welche T m dem gesuch 
teil Punkte t, schneidet Aus dei ingegel encii Coiistiuction cnt 
'ipiBchendei Punkte folgt dum, di'-s dem gumeinachalthchen Punkte ^ 



) Da MU es von nun an inoht mehr mit dei ^ ern ii dtsd iftB^leicimn^ zu tl u 
haben weiden so wollen wir die den Elementen oben Tjigeliingtf n Stnclie weg 
lassen uud statt f, Tj r kuiy j.j, (. schieil en 
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lieider tteilieu, wenn man ihn zur eindeutigen Reihe I" rechnet, in der 
zweideutigen Reihe erstens ei" selbst entspricht, weashallj er in der 
Figur auch den Buchstaben ^| trägt; zweitens entspricht ilim der Be- 
rührungspunkt ^fj von T' mit der Reductionscurve M. Von der Walir- 
heit des eben Gesi^en kann man sich leicht dadureli überzeugen, dass 
man den Punkt x gegen g rückeji lässt; es rücltt dann 'x^ gegßn 3, 
und x^ gegen 9i- 

„Der gemeinsame Punkt zweier in reducirter Lage be- 
findlichen einzweideutigen Reihen entspricht sich ein- 
mal selbst, während üim in der zweideutigen Reihe über- 
diess der Berührungspunkt ihres Trägers mit dem Re- 
ductionakegel schnitte entspricht. 

Ebenso leicht würde man die dem unendlich weiten Punkte von 
T entsprechenden Punkte auf T' , und den dem unendlich weiten 
Punkte auf T" entsprechenden Punkt auf T bestimmen können. 

Von besonderer Wichtigkeit sind zwei Punkte der eindeutigen 
Reihe auf T. Ks sind dies nämlich die beiden Schnittpunltle v und 
w von T mit dem ReductionskegelBchnitt H. Diese zwei Punkte sind, 
wie man gleich einsehen wird, die beiden „Verzweigungspunkte" der 
eindeutigen Reihe. Die von 11 an fi gehenden zwei Tangenten fallen, 
weil V ein Punkt von M ist, in die Tangente dieses Punktes zusam- 
men und desshalb fallen auch die, dem Punkte v in der zweideutigen 
Reihe entsprechenden Punkte «, und v^ in dem einen Schnittpunkt 
dieser Tangente mit T' zusammen, welcber sonacb ein Doppelpunkt 
der zweideutigen Reihe ist und mit w,, bezeichnet wurde. Ebenso ist 
w der zweite Verzweigungspunkt, welchem der Doppelpunkt w^^ der 
zweideutigen Reihe entspricht. 

Die beiden Doppelpunkte w^^ '^la ^ii^'i gleichzeitig die beiden Dop- 
pelpunkte der auf T' bestehenden Punkünvolutioa. 

„Die Verzweigungspunkte der eindeutigen Reihe sind 
für die reducirte Lage die Schnittpunkte ihres Trägers 
mit der Reductionscurve; die Taugenten der Reductions- 
curve in den Verzweigungspunkten treffen den Träger der 
zweideutigen Reihe in den beiden Doppelpunkten der- 
selben." 

„Jedes Punktepaar x^ x^ der zweideutigen Reihe tbeilt 
die Strecke «1^ t'i^ des Doppelpunktepaares harmonisch. 

Diess ist ja die Grundeigenschaft der Doppelpunkte einer quadra- 
tischen Involution. — Beide Verzweigungspunkte v und w sind als 
Schnittpunkte einer Geraden mit einem Kegelschnitt gleichzeitig reell 
oder imaginär oder aber . sie können zusammenfallen. Dem entspre- 
chend können die beiden Doppelpunkte u,, mi,j der zweideutigen Reihe 
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ebenso, aber wieder gleichzeitig mit deu Vei/weiÄnugs^miiktPii, i<iU 
oder imaginür sein odei abei zu&ammeiiftllen 

E,eell sind diese viei besondeien Punkte i, 'c, ii , »u diun, wenn 
der Träger T, also der Tia^er der eindeutigen Reibe die Reductions 
curve in reellen Punkten schneidet In diesem ialle gibt es nun zwi 
sehen den beiden reellen Verzw ei^ungsyunkten i mid ii unendhUi 
viele Punkte, deren entsiirfchende Punktepiare auf T imaginär sind, 
und zwai det>shalb, weil die von soklieu Punkten an R gehenden 
Tangenten iraaguidr werden Wenn dagegen die flerade 2" den Le^el 
schnitt S nicht in reellen Punkten trifft, so sind Yerzweigniigs und 
Doppflpuiikte imaginai, und e;, gibt dinn lut T keinen Punkt, dessen 
entsprechendes Punbtepaar auf T" imagmai wire 

Im eisten der beiden Fille ist also die zweideutige Reihe ,,com 
plex" , wihiend sie im 7weiteii falle „reell" ist Wenn tihhesshch 
die Gerade T den Reduction^ikegelacbnitt ebenfalls berührt, so tallen 
sowohl die Verzweigungspunkte, als auch du, Doppelpunkte zusammen 
Dann sind aber die beiden Punktieihen nicht mehr emzwoideutig, son 
dern eindeutig, d, h, projectivisch. 

„Schneidet der Träger der eindeutigen Reihe in redu- 
cirter Lage den Reductionskegelschnitt in reellen Punk- 
ten, so ist die zweideutige Reihe complex; schneidet er 
aber den Reductionskegelschnitt in imaginären Punkten, 
so ist die zweideutige Reihe reell. Berührt der Träger der 
eindeutigen Reihe den Reductionskegelschnitt, ro sind die 
Reihen projectivisch." 

16. Der Wichtigkeit des Gegenstandes halber wollen wir m die- 
sem Artikel in aller Küi-ze die einzweidentigen Bttscliel in reducirter 
Lage ebenfalls der Betrachtung unterwerfen, ob zwar sie auf Grund 
des Dualiiätsprincips in dem Vorhergehenden vollständig abgetlian 
wurden. 

Wenn l^'ig. 2 (Taf. I) R der Reductionskegelschnitt zweier ein- 
zweideutigen Büschel ist, so muss der Scheitel des zweideutigen Bü- 
schels, da die Büschel in reducirter Lage sein sollen, auf IE liegen; 
es sei der Punkt f von R. Der Scheitel f des eindeutigen Büschels 
ist dann ein willkührlicher Punkt der Ebene. 

Nun sind die beiden Büschel in ihrer geometriseheu Beziehung 
vollständig bestimmt. Jedem Strahle X des eindeutigen Büschels ent- 
sprechen jene zwei Strahlen Xj X^ des zweideutigen Büschels, welche 
nach den Schnittpunkten 1, Ij von X mit R gehen. Die Strahlenpiiare 
X^ X^ bilden, so wie sie den einzelaen Strahlen aus f entsprecJien, eine 
Strahleninvolution zweiten Grades; denn in der That bilden die Punkte- 
paare 1, I2 auf dem Reductionskegelschnitte R, weil durch Strahlen 
aus einem Punkte bestimmt, eine Punktinvolntion, mit welcher die 
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StraMeninvolution des zweideutigen Büschels perspectiviach liegt. Die 
Vertauscliuiigsfdhigkeit der Strahlen eines Paares wird ebenso ein- 
leuchtend gemacht, wie diess bei der zweideutigen Punktreihe in Art. 15 



Dem gemeinschaftliehen Strahle G der beiden Büschel, welchen 
man ebensowohl zu dem einen, als auch zu dem anderen rechnen muss, 
entspricht, wenn man ihn zum eindeutigen Büschel rechnet, im zwei- 
deutigen erstens der Strahl G selbst, wesshalb er auch den Buchsta- 
ben Öj trägt, und zweitens entspricht ihm die Tangente Gj des Re- 
ductionskegelschnittes B im Scheitel des zweideutigen Büschels. Denn 
dreht man X nach G, so kommt, wie aus der Figur sofort zu entneh- 
men ist, X, nach G, (d. i. nach G) und Zj nach G^. 

„Der gemeinsame Strahl zweier in reducirter Lage be- 
findlichen einzweideutigen Büschel entspricht sich einmal 
selbst, während ihm im zweideutigen Büschel überdieas 
die Tangente des Ueductionskcgelschnitts im Scheitel ent- 
spricht." 

Sowie bei der eindeutigen Reihe [Art. 15; Fig. 1 (Taf. I)] die 
Schnittpunkte derselben mit dem Beducfcionskegelscbnitt die beiden 
Verzweigungspuiitte vorstellten, so sind hier die beiden von f an JE 
gehenden Tangenten V und W die beiden „Verzweigungsatrahlen" 
des eindeutigen Büschels. Die Schnittpunkte von V mit li fallen, 
weil V eine Tangente von B ist, in deren Berührungspunkte zusam- 
men, und deiugemäss werden auch die beiden, dem Strahle V ent- 
sprechenden Strahlen F, und V^ in dem durch diesen Berührungs- 
punkt gehendem Stmhle zusammenfallen, welcher doppelte Strahl danii 
mit F,j bezeichnet werden rauss. Es ist ein Doppelstrald des zwei- 
deutigen Büschels. Ebenso ist der nach dem Bei-ührnngspunkte von 
W mit R gehende Strahl W^j ein Doppelstrahl des zweideutigen Bü- 
schels; in ihm sind die heiden dem W entsprechenden Strahlen. TT, 
und W2 vereinigt. 

Die beiden Doppelstrahlen F,, W^^ sind gleichzeitig die beiden 
Doppelsirahlen der auf t" bestimmten Strahleninvolution. 

„Die Verzweigungsstrahlen des eindeutigen Büschels 
sind für die reducirte Lage die Tangenten von seinem 
Scheitel an die Reductionscurve; die Verbindungslinien 
der Berührungspunkte der Verzweigungsstrahlen und der 
Reductionscurve mit dem Scheitel des zweideutigen Bü- 
schels sind die Doppelstrahlen dieses Büschels." 

„Jedes Strahlenpaar X^ X^ des zweideutigen Büschels 
theilt den Winkel Vn' Wj^ des Doppelstrahlonpaaros har- 
monisch." 

Die beiden Verzweigungsstralden F und W sind als Tangenton 
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des Kegelscliuitta H aus emem Punkte gleichzeitig reell oder imaginär 
oder aber sie fallen zusammen, Demgemäss können die beiden ÜOppel- 
strahlen F,j W^2 ^^^ zweideutigeD Büschela (wieder jedoeb gleiclizeitig 
und zwar gleichzeitig mit den Verzweigungsstrahlen) reell oder ima- 
ginär sein oder aber zusammenfallen. 

Reell sind die vier Strahlen Y, W, W^, V]^ dann, wenn der 
Punkt (', d. h. der Scheitel des eindeutigen Büschels ausserhalb') des 
Kegelschnittes R liegt, weil dann von ihm an R zwei reelle Tangen- 
ten gehen. In diesem Falle theilen die beiden Verzweigungastrahlen 
V und W die ganze Ebene in zwei Winkelfläehen, derart, dass den 
Strahlen der einen reelle Strahlenpaare, und den Strahlen der anderen 
imaginäre Strahlenpaare im zweideutigen Büschel entsprechen. Liegt 
dagegen der Seheitel f innerhalb R, A. h, gehen von ihm an R keine 
reellen Tangenten, so sind Verzweigungs- und Doppelstrahl eo imagi- 
när; dann entsprechen aber jedem Strahle des eindeutigen Büschels 
zwei reelle Strahlen des zweideutigen Büschels, 

Im ersten Falle sagen wir, dass das zweideutige Büschel „com- 
plex" sei, wahrend es im zweiten Falle „reell" ist. Liegt endlich der 
Scheitel f auf Rj so fallen die beiden Verzweigimgsstrahlen und die 
beiden Doppelstrahlen zusammen. Dann sind aber die beiden Büschel 
nicht mehr einzweideutig, sondern eindeutig, d. h. projectivisch. 

,, Liegt der Scheitel des eindeutigen Büschels in vedu- 
cirter Lage ausserhalb des Reductionskegelschnitts, so ist 
das zweideutige Büschel complex; liegt er innerhalb des 
Reductionskegelschnitts, so ist das zweideutige Büschel 
reell. Liegt der Scheitel des eindeutigen Büschels auf der 
Reductionscurve, so sind beide Büschel projectivisch." 

17. Bei der Veiwollständigung zweier in reducirter Lage befind- 
lichen ein zweideutigen Gebilde kann man, wie wohl aus den zwei letz- 
ten Artikeln einleuchtend sein dürfte, auf zweierlei Art vorgehen. 
Entweder man nimmt einzelne Elemente des eindeutigen Gebildes und 
bestimmt zu ihnen die entsprechenden Elementenpaare des zweideuti- 
gen Gebildes, oder man geht vom zweideutigen Gebilde aus, indem 
man zu den Elementen desselben die entsprechenden im eindeutigen 
Gebilde bestimmt. Der erste Weg fuhrt auf eine Aufgabe zweiten 
Grades, während der zweite eine Aufgabe des ersten Grades zur Lo- 
sung verlangt. In der That, nehmen wir Beispiels halber die eiuzwei- 
deutigen Punktreihen in Art. 15 und verlangen zu dem Punkte x der 
eindeutigen Reihe die entsprechenden x^ x^ der zweideutigen Reihe zu 



') Von einem Punkte (' sagen wir, er liege ausserhalb oder innerhalb eines 
Kegelschnitts B, wenn tou ihm an R zwei reelle oder zwei imaginäre Tangenten 
geien; liegt (' auf B, ao iällen die beiden Tangenten 
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finden, so ist <lieBS mit Um Aufgabe vürbundeu, vom Punkte x an den 
Directionskegelschnitt R die beiden Tangenten 5, und ^j zu zieben, 
welche Aufgabe aber vom zweiten Gfrade ist und im Allgemeinen die 
Hülfe des Cirkele beansprucht. Soll dagegen zum Punkte a;, der zwei- 
deutigen Reihe der einzig entsprechende Punkt der eindeutigen Reihe 
constmirt werden, so hat man von a:, an it die Tangente ^^ zu con- 
sfcruiren, während man die andere durch x^ an R gehende Tangente 
T" bereits kennt, Diess ist dann eine Aufgabe ersten Grades und 
bann mit dem Lineal allein gelöst werden. Da es nun für die Ver- 
vollständigung der beiden einzweideutigen Gebilde G' und G" einerlei 
ist, ob man vom eindeutigen G' oder vom zweideutigen G" ausgeht, 
und man also immer den ersten Weg wählen kann, so kann man be- 
haupten ; 

„Die Vervollständigung zweier einzweideutigen Gfund- 
gebilde in reducirter Lage kann immer auf lineale Weise 
bewerkstelligt werden." 

18. Von zwei einzweideutigen, in reducirter Lage befindlichen 
Grundgebilden können nicht, wie im Falle der allgemeinen Lage, fünf 
Elementenpaare willköbrbch angenommen werden. Es sind hierzu 
vier Elemente erforderlich und hinreichend, weil das gemeinschaftliche 
Element beider Gebilde das fünfte Paar von entsprechenden Elementen 
vorstellt. Seien nun in Fig. 3 (Taf. I) A, B, C, B vier Strahlen des 
eindeutigen Büschels ^, denen im zweideutigen, mit ihm in reducirter 
Lage befindlichen Büschel f die vier Strahlen J.„ B^, 0,, I)^ entspre- 
chen. Es werden den vier Strahlen A, B, C, D noch weitere vier im 
zweideutigen Büschel entsprechen, welche nach der schon eingeführten 
Bezeichnung mit A2, B^, C^, -Dj zu bezeichnen wären. Wenn man 
von den zwei Büscheln nun weiss, dass sie in reducirter Lage sich 
befinden, so sind beide Büschel vollkommen bestimmt. Man hat jetzt 
von dem Ueductionskegelschnitte B fünf Punkte gegeben, wodurch 
derselbe bestimmt ist. Die vier Strahlenpaare AA^, BB^, CC^,DD^ 
bestimmen in ihren vier Schnittpunkten a^, &,, Cj, d^ vier Punkte des 
Reductiouskegelschnittes R, für welchen der Scheitel f der fünfte 
Punkt ist. Sollen nun die beiden Büschel vervollständigt werden, so 
wird man, um nur des Lineals bedürftig zu sein, von dem zweideuti- 
gen Büschel ausgehen. Soll zu einem Strahle X, des zweideutigen 
Büschels t" der entsprechende Xim eindeutigen construirt werden, so 
kommt es darauf an, den Schnittpunkt Xi von X, mit dem Reductions- 
kegelschnitte B zu finden und ihn dann mit if zu verbinden; die Ver- 
bindungslinie «j (' ist dann der gesuchte Strahl X. Die Construetion 
kann natürlicher Weise mit Umgehung des vollständigen Coutours des 
Reductionskegelsehnittes auf Grund des Satzes von Pascal durchge- 
führt werden. Bezeichnet mau nämlich die fünf bekauntcn Punkte 
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«j, h,, (■■[, df iiii<{ /f' tlüs Iteductiouskegelscliuittew tler lieih« iLa,t;li mit 
den Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 und den aiif X^ liegenden l'nnkt x^ (wekhet 
au eonstruiren ist) mit 6, so bilden die sechs Punkte 12 3 4 5 6 ein 
dem Reductionskegelsehnitt eingeschriebenes Sechseck, worauf der Sata 
von Pascal angewendet werden kann. Dieser Satz sagt ans, dass die 
Oegenseitenpaare des Sechseckes sich in Punkten einet Geraden ti-effeu. 
Diese Gerade ist die Pascallinie P des Sechseckes, Zieht man also 
die Linien 12 (= Ui h^) und 45 (= d^ t"), so treffen sich diese in einem 
Punkte III der Pascallinie P. Ebenso ist der Schnitt IV von 23 
(= 6^ C|) mit 56 (= t" x^ = X,) ein Punkt von P und man erhält so- 
mit P durch Verbindung von III mit IV. Schneidet man nun P mit 
34 {== Cy rf)) in V, so muss 61 (= x^ a^ durch V hindurchgehen. Man 
hat also nur V mit «( durch eine Gerade zu verbinden, welche Linie 
Xj im Punlrte x^ trifft. Wenn man schliesslich x^ mit f verbindet, so 
erhält man den gesuchten Strahl X. 

Nimmt man nach und nach andere Lagen des Strahles X^ an, so 
bleibt für die gewählte Anordnung der Punkt III der Pascallinie fest, 
nm den sich dieselbe bei der Constrnction dreht. Man kann auch vor- 
theilhaft von der Pascallinie ausgehen und dieselbe imi den Punkt III 
rotiren lassen. Dann rockt der Punkt IV auf der festen Geraden &[ c, 
und V auf c^ rf, fort. Es könnte oft von Interesse sein, die den ein- 
zelnen Strahlen des eindeutigen Büschels entsprechenden Strahlenpaare 
des zweideutigen zu finden. Geht man da vom eindeutigen Büschel 
H ans, so. bat man immer eine Aufgabe des zweiten Grades bezüglich 
des Reductionskegelsehnittes zu lösen. Um z. B. zu einem Strahle X 
des eindeutigen Büschels die entsprechenden zwei Strahlen Xj X, des 
zweideutigen zu finden, muss man die beiden Schnittpunlite x^ x^ des 
Strahles X mit dem ßeductioriskegelscimitt J2 bestimmen, und diese 
mit ^' verbinden, was die beiden Strahlen X( X^ liefert. Man kann 
jedoch auch Uneal solche Sirahlenpaare eonstruiren, nur muss man 
vom zweideutigen Büschel ausgehen. Wenn z. B. der Strahl X^ im 
zweideutigen Büschel angenommen wird, so kann man nach Früherem 
lineal den Strahl X des eindeutigen Büschels, welcher dem X, ent- 
spricht, bestimmen. Wenn nun einmal diese zwei Strahlen, — also 
auch der Punkt x^ des ßeductionskegelseimittes bekannt ist, so kann 
man wieder lineal den zweiten Schnittpunkt x^ von X mit B, finden 
und mit t" verbinden, was den dem X überdiess onteprechenden Strahl 
Xj liefern wird. Dann hat man also das dem X entsprechende Strahlen- 
paar Xj Xj gefunden. Da wir in späteren Untersuchungen von ein- 
zweideutigen Punlitreihen ebenso oft Anwendung machen müssen, wie 
von solchen Strahlenbüscheln, so mag auch noch die Vervollstän- 
digungsart der einzweideutigen Punktreihen in reducirter Lage in die- 
sem Artikel gehandelt werden. Sind Big. 4 (Taf. I) T und T' die 
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Träger zweier resp. eiuzweideutigen Puiiktreihen in reducirtör Lage, 
so weiss mau, dass im Sclmittpuiikte von T und T" ein Elementen- 
(Puukte)paar vereinigt ist. Man darf somit nur 4 weitere Punktepaare 
willkilhrlicli annehmen. In der Figur wurden auf der eindeutigen 
Reihe die 4 Punkte a, h, c, ä und ihnen entsprechend auf der zwei- 
deutigen a^,h^, c^, (\ angenommen. Abermals ist zu bemerken, dass 
dem a z. B. ausser «^ noch ein zweiter Punkt entspricht, welcher mit 
«2 zu bezeichnen wäre. Von dem Heductionskegelschoitt R hat man 
nun fünf Tangenten, nämlich: den Träger T" der zweideutigen Reihe, 
und die vier Verbindungslinien ^4, , 5, , Cj , Dy der vier Punktpaare 
aa^fl)b^, cc^, dä^ gegeben. Soll nun zu einem Punkte x^ der zweideu- 
tigen Reihe der entsprechende Punkt cc der eindeutigen Reihe con- 
struirt werden, so hat man nur von a^t an J? die Tangente X, zu 
ziehen, weiche jT in dem gesuchsen Punkte x schneidet. Zur Con- 
struetion von X, , welche lineal durchführbar ist und mit Umgebung 
des Reductionskegelschnittes geführt werden kann, wird man den Satz 
von Brianchon verwenden. Bezeichnet man die Linien Ä^, By, C„ D,, 
T" der Reihe naob mit den Ziflern 2, 1, 4, 3, 5 und die gesuchte 
Tangente X, mit 6, so bilden diese sechs Tangenten ein dem Kegel- 
schnitte R umschriebenes Sechsseit, auf welches der Satz von Brian- 
chon angewendet werden kann. Nach demselben gehen die drei Ver- 
bindungslinien der drei Gegen eckenpaare des Sechsseites: 123456 
durch einen Punkt, den Brian chonpunkt ß. Construirfc man also die 
Punkte : 

(12) ') = (JJi ^i) und (45) = (C?, T') so ist ilire Veibmdnngsbnie 
III eine von den drei Geraden, welche durch den Brunchonpunkt 
gehen müssen. Ebenso liegt der Brianchon punkt auf der Veibmduugs- 
linie IV der Punltte (23) = (B, D,) und (56) =. a;, und folghch ist 
der Brianchonpunkt der Schnitt ß von III mit IV. Verbmdet man 
nun ß mit dem Punkte (34) = (D, C,), so erhäJt man die Gerade V, 
welche 1 in demselben Punkte treffen muss wie Xy Man hat also 
nur schliesslich den Punkt (Vi?,) mit Xi zu verbinden, um die ge- 
suchte Tangente Xj construirt zu haben. Welche Punkte und Linien 
bei der Vervollständigung fest bleiben und wie sich die Abrigen der 
Lage nach ändern, wollen die Leser aus dem in diesem Artikel über 
Büschel Gesagten selbst eutoehmen. Ebenso, dass man von dem 
Brianchonpunkt ß ausgehen könne, indem man das Sechsseit für ver- 
schiedene Lagen desselben auf der festen Linie construirt. 

19. Wir haben im vorigen Artikel die eiuzweideutigen Punld;- 
reihen und Strahlen büsehel in reducirter Lage dadurch zu vervollstän- 
digen gelernt , dass wir vom zweideutigen Gebilde ausgehend zu 

I) Der Punkt (IS) ist der Scliuittpnnkt dee Striihke 1 mit doiü Strahle 2. 
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beliebig Mugejiomineiieu Eleineiitoii deKselbeii die entsprechenden in 
dem eindeutigen Gfebilde nach den Sätzen von Pascal und Briaiichoii 
bestimmten. 

Wir haben aucli schon betrett'eiidcu Ortes bemerkt, dass man beim 
Ausgange vom eindeutigen Gebilde immer eine Aufgabe des zweiten 
Grades zu lösen hätte. 

Soll z. B, in Fig. 3 (Taf. I) zu dem Strahle X des eindeutigen 
Büschels das entsprechende Strahlenpaar Xj X^ des zweideutigen con- 
struirt -werden, so mnsste man die Schnittpunkte x^ und x^ des Kegel- 
schnittes R mit dem Strahle X finden und diese mit if verbinden. Die 
beiden Punkte x^ und a;^ würden sich als die Doppelpunkte zweier auf 
X liegenden projectiviachen Reihen darstellen lassen.^) Die Con- 
struction derselben wird mittelst eines Kreises bewerkstelligt werden 
können. Nun ist es wichtig, eine Methode kennen zu lernen, bei de- 
ren Verwendung man mit einem einzigen festen Kreise für alle Lagen 
des Strahles X auskommt. Eine solche Methode, welche auch für ein- 
zweideutige Punktreihen verwendbar ist, soll in diesem Artikel ent- 
wickelt werden. Betrachten wir zuerst die Strahl enbüachel. ^ In 
Art. 11 wurde schon gezeigt, dass das zweideutige Gebilde eigentlich 
eine quadratische Involution ist. Eine solche. ist aber bekanntlich un- 
mittelbar bestimmt, sobald man zwei Paare ihrer Elemente kennt, und 
wir wollen auch die Methoden, nach welchen so gegebene Involutionen 
vervollständigt werden, als bekannt voraussetzen. Man denke sich nun 
zwei ein zweideutige Büschel f und (" und seien Ai Ä^, S^ S^ Fig. 5 
(Taf. I) die zwei Strahlenpaare des zweideutigen Büschels, welche den 
Strahlen A und B des eindeutigen Büschels, die wir jedoch nicht 
weiter zeichnen wollen, entsprechen. Durch die beiden Strahlenpaare 
ist das zweideutige Büschel insoweit gegeben, als man zu jedem Strahle 
Ci den Strahl Cj lineal construiren kann, welcher mit ihm unter allen 
Umständen ein Strahlenpaar bildet. Durch die zwei Strahlen A, B 
und die ihnen entsprechenden Strahlenpaare A^ A^, £, B^ sind näm- 
lich die beiden einzweideutigen Büschel nicht bestimmt; man muss 
noch dem Strahle G^ den Strahl C zuordnen; mag mau aber den 
Strahl C ganz willkührlich nehmen, so wird ihm ausser 0, der dem 
C^ involutoriseh verwandte Strahl Oj entsprechen. Solche Strahlen- 
paare Cj Cj zu construiren heisst nun nichts anderes, als die Involu- 
tion, welche da auftritt, vervollständigen. 

Dieas geschieht nun bekanntlich am einfachsten mittslst eines be- 
liebigen durch den Scheitel f des zweideutigen Büschels gelegten 
Kreises K (statt K könnte man einen willkührlichen durch f" gehen- 
den Kegelschnitt nehmen). 

') Vergleiche Chaales Traitö dos sections coniquea. Art. lä. 



y Google 



cin-xwei-doutigcr Kkmeutavgebiltlc. 25 

Der Kreis K trifft die zwei Straliletijiaare A^ A.^, B, B^ resp. in 
deu beiden Puiiktepaaren a, «,, b, h^ einer Puiiktiiivolution aiit' seiner 
Peripherie. Entapre elieude Punttepaai-e einer Livolntion auf einem 
Kegelschnitte liegen nun bekanntlich auf Strahlen eines Büschels, des- 
sen Scheitel p man im vorHegenden Falle als Schnittpunkt der Linien 
ßj öj , fe| ftj findet. Diese zwei Linien wurden in der ilgur mit a und 
ß bezeichnet. 

Soll nun zu dem Strahle C^ der zugehörige Strahl C^ gefunden 
werden, so verbinde mau den Schnitt c^ von C, und K mit f durch 
den Strahl y, welcher K weiter in c^ schneidet. Der von f nach c.j 
gehende Strahl ist der gesuchte Strahl (7j. Auf diese Weise kann man 
die quadratische Strahleninvolution vervollständigen. 

Von besonderem Literesse sind die Doppelstrahlen, welche man 
erhält, wenn man von y s.a. K die Tangenten v und ra zieht und die 
Beriihrungapunkte fi2,W|2 derselben mit t" durch die Strahlen V^.,, 
TFi, verbindet. Diese Sttalilen Y^^, W,2 sind die beiden Doppelstrah- 
len der Involution und des zweideutigen Büschels. Das Taugenten- 
ziehen kann man sich ersparen, indem man in dem Vierecke n, 6, fi.j a.^ 
die dem Punkte f gegenüberliegende Diagoualseite P zieht, welche — 
weil die Polare- von p bezüglich K — den Kreis in den Punkten jj^ 
und Wy-^ schneidet. 

Es kann noch bemerkt werden, dass wenn man durch 2> jenen 
Strahl legt, welcher durch den Mittelpunkt des Constructionskreises K 
gellt, man das Strahlenpaar des doppeldeutigen Büschels erhält, wel- 
ches einen rechteii Winkel bildet. Wir nennen es das rechtwinkhge 
Strahlen paar. 

Den Punkt 2), welcher so vortheilhaft bei der Conatruction ver- 
wendet werden kann, nennen wir das perspectivische Centrum der auf 
K entstehenden Punktinvolution, Die beiden Doppelstrahlen V^^, W^^ 
sind dann reell, wenn P den Kreis schneidet, und im entgegenge- 
setzten Falle imaginär. 

Wenn man jetzt die Figur 5 (Taf. I) etwas näher Ijetrachtet, so 
wird man leicht finden, dass man es in ihr mit zwei einzweideutigen 
Büscheln in reducirter Lage zu thun hat, deren Reductionskegelschiiitt 
der Kreis K ist. Das zweideutige Büschel ist die Involution von 
Strahlen, deren Scheitel t' ist, und das eindeutige Büschel ist das 
Strahlenbüschel a, ß, y . . . dessen Scheitel das perspectivische Centrum 
p der Involution auf K ist. Es entspricht dem Strahle « das Paar 
.^1 ^j, dem ß entspricht Bj B, u. s. w. Das Paar der Verzweigungs- 
strahlen im eindeutigen Büschel ist v und a. 

Nun möge aber nicht vergessen werden, dass wir das zweideutige 
Büschel mit einem eindeutigen (_iu der Fignr jedoi-h nicht vorhande- 
nen) BüMchel ,1, B . . . in Verbindiiii[j f;'esetzt haben. Dem Sti'iihle A 
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eatspriclit das Paai- J., A^ u. s. w. Daraus folgt jedoch iiumittelbar, 
dass die beiden Büschel A, B u. s. w. iiiid a,ß . .. eindeutig, d. h. 
pi'ojectiviseh iiuter einander sind. Entsprechende Strahlen dieser zwei 
Büschel sind solche, denen im zweideutigen Büschel (" dasselbe Strali- 
lenpaar entpricht. 

Soll also zu einem Sti'ahle des Büschels {A, B, C . ..) das ent- 
sprechende Stralilenpaar im Büschel f" eonstruirt werden, so be- 
stimme man zunäclist den, diesem Strahle im Büschel («, ß, y ■ ■ .) ent- 
sprechenden Strahl, welcher den Kreis K in zwei Punkten treffen 
wird, die mit (" verhunclen das verlangte Stralilenpaar geben. Wollte 
man so z. B. zum Strahle C das entsprechende Paar Ci, 0-2 finden, so 
würde man vor Allem den Strahl y bestimmen, welcher den Con- 
structionskreis K in dem Pimlrtepaare c, c^ schneidet, und dann diese 
Punkte mit f durch die beiden verlangten Strahlen ü, Cj verbinden. 
Wir wollen nun diese Methode auf ein zweideutige Büschel ia reducir- 
ter Lage anwenden. — 

Seien Fig. 6 (Taf. I) A, B, 0, D vier Strahlen des eindeutigen 
Büschels f, denen im zweideutigen Büschel C die vier Strahlen A^, 
By, C,, Dl entsprechen mögen. Da die beiden Büschel in reducirter 
Lage vorausgesetzt werden, so entspricht dem gemeinschaftlichen Strahle 
(t, wenn man ihn zum eindeutigen Büschel rechnet, er selbst im zwei- 
deutigen Büschel einmal, wesshalb er auch den Buchetaben G, trägt. 
Durch diese fünf Strahlenpaare sind diese beiden Büschel bestimmt. 

Um nun die vorhin entwickelte Methode auf diesen Fall anwen- 
den zu können, müssen wir zwei Strahlenpaare des zweideutigen Bü- 
schels kennen. 

Solche können wir uns leicht lineal verscliaffen. Wir wissen, dass 
die beiden Büschel, weil in. reducirter Lage, einen Kegelschnitt R — 
den Heductionskegelsclmitt — zum Schnitte geben. Von diesem Kegel- 
schnitt 11 keiinen wir nun fünf Punkte, nämlich die vier Schnittpunkte 
(AA^), (-B-B,), (CCi), (DD,) und den Scheitel f des zweideutigen Bü- 
schels. Wir wollen sie in dieser Reihenfolge mit den Ziffern 1, 5, 4, 
2,3 bezeichnen. 

Der Strahl A schneidet den Reductionskegelschnitt It ausser in 
dem Punlite 1 noch in einem aweiten Punkte, welchen wir mit 6 be- 
zeichnen wollen. Die sechs Punkte 1 , 2, 3, 4, 5, 6 bilden ein Paseal- 
sches Sechseck, von dem wir wissen, dass die Schnittpunlrte der drei 
Gegenseitenpaare auf einer Geraden, der Paseallinie liegen. Wenn 
man nun bedenkt, dass 61 der Strahl A ist, welchem als Gegenseite 
34 (= 0,) zugeordnet ist, so kann man die Pascallinie leicht zeichnen. 
Sie ist die Verbindungslinie des Schnittes von 12 und 45 mit dem 
Schnitte von 34 und 61. Auf derselben muss auch der Schnitt von 
23 und 56 liegen. Verbindet man daher den Schnittpunkt dieser 
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Pas(;alliiiie uud der Linie 23 mit dem Punkte 5, m erlwlt inaii eine 
Gerade, auf welelier 6 liegen mnss und somit ist 6 der Helinittpuiikt 
dieser letzten Geratleu mit dem Strahle 61 {= Ä). Verbindet mau 
nun diesen mit *", so erhält mau den Strahl A.^, welcher als zweiter 
dem Strahl A entspricht. 

Um den, dem StralJe S ausser B^ noch weiter entsprechenden 
Strahl Bj zu finden, wiederhole inau das Verfahren, wobei die Be- 
aeichnung dieselbe bleiben kauu uud nun der zweite Schnitt von B 
mit B mit 6 zu bezeichnen ist. Hier ist die Pascalliuie die Verbin- 
dungslinie von (12) (45)') mit {23} (56); [56 = J}]. Verbindet mau 
ihren Schnittpunkt auf (34) mit 1, so trifft diese Verbindungslinie den 
Strahl 56 (= JB) in dem Punkte 6. Wenn nun dieser mit (" verbun- 
den wird, so erhält man den Strahl B^. 

Tn derselben Weise könnte man liueal die Strahlen G.^, D^ ^^^ 
G^ eonstruiren {G^ wäre die Tangente des Beductionskegelschnittes im 
Punkte r). 

Nachdem man jedoch die beiden Strablenpaare Ä^ A.^, Bi B^ schon 
kennt, ist es ein Leichtes, in anderer Weise die Vei-vollständigung 
vorzunehmen. 

Legt man durch (" einen beliebigen Constructiouskreia K, so be- 
stimmt das zweideutige Büschel AyA^,BiB^... auf diesem Kreise 
eine Involutiou von Punkten a, a.^, h^h.^ ■ ■ • von der mau weiss, dasa 
entsprechende Punktepaare auf Strahlen aus einem Punkte, dem per- 
speetivjsehen Centrmn p der Invohition, liegen. Zieht man also die 
linien aia^ = K uud hfL^^ß, so sehneiden sie sich in diesem per- 
specüvischen Centrum p. 

Um den Strahl C^ zu finden bemerke man, dass er mit Oj auf dem 
Kreise ein Puuktepaar der erwähnten Involution bestimmt. Nun schnei- 
det Ci den Kreis in Cj ; zieht man also c, j) = y, welche Linie K in c, 
ti-ifft, so ist t" Cj der gesuchte Strahl C^. Ebenso findet sich der zu 
dem Strahle D^ zugehörige, dem D entsprechende Strahl D^. 

Es oxistjren jetzt in der Figur zwei projeetivische Strahlenbüschel, 
]iämlich das Büschel A,I>,C, ... und das Büschel Uj ß,y^ ... Jedem 
Strahle des einen Büschels entspricht ein und nur ein Strahl des an- 
deren; zwei in diesen Büscheln entsprechende Strahlen sind solche, 
welchen im zweideutigen Büschel dasselbe Strahlenpaar entspricht. 

Von diesen zwei Büscheln, deren Scheitel i" und j] sind, hat man 
vier Strahlenpaare Aa, Bß,Cy nnd VS. Es genügen jedoch schon 
dreie, z. B. die di-ei ersten, um die Büschel vervollständigen zu kön- 
nen. Diese VeiTollständigung werden wir mittelst des Directionszen- 
tnims z/ der beiden Büschel vornehmen. Dieses Directionszentrmn ist 

') Untoi' (12) (45) vorstohon wii dou Sciiiittpuukt vou (Vi) mit (15). 
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der Schnitt von (Aß) {£«)') mit [By) (Cß) und mit (Ca) (Ay). Soll 
zu einem Strahle X vou (' der entsprechende ^ in p conatruirt werden, 
so verbinde man den Schnitt vou X und etwa « mit ^ und den Schnitt- 
punkt dieser VerhindungsHnie und A verbinde man mit p, waa den 
Strahl I h'efert. 

Der dem Strahle X entsprechende Strahl | schneidet den Oou- 
structionskreis in zwei (reellen oder imi^inären) Punkten x, «ud Xj, 
welche mit t" verbunden, die beiden dem X entsprechenden Strahlen 
X| X.> liefern. Man hat sonach eine Methode, um zu irgend einem 
Strahle des eindeutigen Büschels mittelst eines festen ICreiaes die bei- 
den entsprechenden Strahlen im zweideutigen constmiren zu können. 
Selbst verständli eh wird gleichzeitig die Frage nach den Ver- 
zweigungs- und Doppelstrahlen beantwortet. 

Von dem Punkte p gehen an den Construetionskreis K zwei reelle 
oder zwei imaginäre Tangenten v \uid ra, welche denselben in zwei 
zusammenfallenden Punkten resp, «u und Wi^ schneiden. Die nach 
diesen Punkten (den Doppelpunkten der auf K auftretenden Punkt- 
involution) gehenden Strahlen F,3 und W^^ des zweideutigen Büschels 
sind dessen Doppelstrahlen. In dem Büschel t' entsprechen den bei- 
den Strahlen v und a die beiden Verzweigungsstrahlen V und W. 

20. Dasselbe, was für Strahlenbüachel gesagt wurde, gilt auch für 
Punktreihen. 

Liegen zwei einzweideutige Punktreihen T und T' vor, so kann 
man wieder die, auf der zweideutigen Reihe auftretende Involution 
ohne Rücksicht auf die eindeutige Reihe vervollständigen. Wären z. B. 
beide Reihen in reducirter Lage durch die vier Punktepaare a«i, &&,, 
cc^, ddi gegeben, so könnte man mittelst des Satzes von Brianchon 
leicht auf lineale Weise die den Punkten a, h, c, d noch weiters ent- 
sprechenden (Uj, &a, Cj, cl^ construiren. (Der Punkt d^ z. B. wäre der 
Schnitt des Triers der zweideutigen Reihe mit der zweiten von a 
aus an den Reductionskegelsehnitt beider Punktreihen gehenden Tan- 
genten,) 

Sei nnn Fig. 7 (Taf. I) T' der Träger der zweideutigen Reihe und 
ffli a^, fe, ^2 die beiden den Punkten a und h entsprechenden Punkte- 
paare. Dadurch ist die Involution auf T' bestimmt und wird bekannt- 
lich in folgender Weise vervollständigt. Man zieht einen beliebigen 
den Träger T' berührenden Constructionskreis K und von den Punkte - 
paaren cfj ßj, 6| &2 an ihn die Tangentenpaare AjA^, B, B^, welche 
eine quadratische Tangenteninvolution bilden. Diese zwei Tangenten- 
paare geben die zwei Schnittpunkte « und ß, deren Verbindungslinie P 

') Unter {Aß) {Ba) verstehe ich die VerbinAungsliiiie des Schnittes von Ä 
und ß mit dem Schnitts von B und a. 
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lie Axe dei 1 uigfuteuimolutiuü ist ist nun ', ein weiterer Punkt. 
dei zweideutigen Reihe und f^ die von ihm tn K i^ehende Tangente, 
welclie P m ; tnift so wird wenn c, dpin Punkt« i m der eindeuti- 
gen (m dei Figur mtlit vorhandenen weit unnothigen) Reihe ent- 
spricht diesem Punlite c auch nodi immer der Punkt r„ entsprechen, 
m welchem die ^on j an -ET gebende weitere Tangente C^ den Träger 
T schneidet 

Die peispectivische Axe F dei Tangentenmvolution schneidet den 
(jonstructionakieis A m zwei (leelleu oder imaginaien) Punkten v 
und w. Wenn man in diesen Punkten die Kreistangenten F,j und W^,., 
zieht, so sind diess die Doppeltangenten der Tangenteniiivolution und 
treffen den Träger T' der zweideutigen Reihe in zwei Punkten v^-i, 
w',j, welches olfenbar die Doppelpunkte der zweideutigen Reihe sind. 

Jedem Punkt (wie z. B. a) der eindeutigen Reihe entspricht ein 
Punktepaar (a, , Wj) der zweideutigen Reihe und diesem Punktepaar 
entspricht dann auf der Ase P ein Punkt («), nämlich der Schnitt- 
punkt des zugehörigen Tangentenpaares {A^, A^). Da diess auch um- 
gekehrt der Fall ist, indem jedem Punkte auf P ein Panktepaai" auf 
T' und deragemäss ein Punkt der eindeutigen Reihe entspricht, so ist 
klar, dass die eindeutige Punktreihe üyh, c . . . mit der Punktreihe 
ff, /3, y . . . ein-eindeutig oder projectiviseh liegt. In der That ist in 
Fig. 7 (Taf. I) die Punktreihe a, ß,y . . . mit der Punktreihe auf T' 
in ein zwei deutiger Beziehung und folgiieli mit a,!), c . . . in Projecti- 
vität. Soll also zu einem Punkte x der eindeutigen Reihe das ent- 
sprechende Punktepaar x, x.^ der zweideutigen Reihe construirt werden, 
so bestimme man (mittelst der Directionsaxe) den dem x auf P ent- 
sprechenden Punkt I und ziehe von ihm an K die Leiden Tangenten 
X, X^, welche T' in x^ und x„ schneiden. 

Die practische Verwendung dieser Methode nimmt sich nun fol- 
gendermaasaen aus. 

Sei Fig. 8 (Taf. I) T der Träger und a, h, c, d vier Punkte der 
eindeutigen Reihe; und T' der Träger und «, , h^, c, ,Tifj die vier ent- 
sprechenden Punkte der zweideutigeu Reihe. Von beiden Reihen setzen 
wir die reducirte Lage voraus, wesshalb sich der gemeinschaftliche 
Punkt einmal selbst entspricht und einem fünften Paare äqaiYalent ist. 
Der gemeinsame Punkt ist daher mit g und g^ bezeichnet. 

Von dem Reductionskegelschnitt R haben wir nun fünf Tangeu- 
ten: T', aay, bb^, cc^, dd^, welche wir der Reihe nach mit den Ziffern 
3, 1, 5, 2, 4 bezeichnen wollen und es wird unsere nächste Aufgabe 
sein, die Punktepaare, welche zweien von den vier Punkten der ein- 
deutigen Reihe entapreclien, z. B. die den Punkten a und h entspre- 
chenden Punktepaare zu vervollständigen. Wir wissen, dass dem 
Punkte ß ausser Uy noch ein zweiter Punkt ö, entspricht, welchen wir 
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eben beiiöthigeü. Diesen Punkt «j linden wir aber durch Oonstraction 
der zweiten von a aus au den iLetluctionskegelsclinitt R gehenden 
Tangente. Bezeichnen wir dieselbe mit 6, so kann man auf das dem 
ßednctioDskegelschnitt JJ umschriebene Sechsseit 12 345 6 den Satz 
von Brianchon anwenden, was eine einfache Conatrnetion dieser Tan- 
gente liefert. Man zieht nämlich die Linien (12) (45) ,(3"^) C*'!) [■wobei 
(61) der Schnitt von 6 und 1, also der Punkt a ist] und verbindet 
den Schnittpunlct mit dem Punkte (2 3); wird der Schnitt der letztge- 
zogenen Linie mit 5 gesucht und dann mit a verbunden, so ist diese 
Verbindungslinie die gesuchte Tangente, welche die zweideutige Reihe 
y in dem verlai^ten Punkte a^ trifft. 

In. derselben Weise wird der Punkt \ construirt, welcher mit h^ 
das dem h entsprechende Punktepaar bildet; mau zieht nämlich die 
zweite von i aus au JJ gehende Tangente, welche T' in ?).j schneidet. 
Die Bezeichnung der Tangenten bleibt dieselbe, nur wird die unbe- 
kannte Tangente jetzt wieder mit 6 bezeichnet und an die Stelle von 
a tritt h. Man sucht also den Schnitt der Linien (12) (45) imd 
(23H56) [wobei (56) der Schnitt von 5 mit 6, also der Punkt l ist], 
verbindet ihn mit dem Punkte (34) und dann den Schnittpunkt dieser 
letztgezogenen Linie und 1 verbindet man mit l.i, was die gesiichtc 
zweite Tangente und ebenso den Punkt h^ hefert. 

Von der Involution auf T" besitzt man nun zwei 1'unld.epaarc : 
«[ a-i, 'b^ ?>2 und kann sie vervollständigen. Zu dem Ende legt man 
tangirend an T' den beliebigen Constructionskreis K, und von deii 
Punkten «„ a^, 6i, Ö^ an ihn die Tangeutenpaare A^, Ä.^, B,, S^, welche 
in ihrem Schnitte das Punlctepaar k, ß liefern. Die Linie «^ (== P) 
ist dann die perspectiv! sehe Axe der auf K entstehenden Tangenten- 
involution. Wird auch von c, sm K die Tangente Cj gezogen, welche 
P in y trifft und dann von y an JE" die zweite Tangente C^ ; so trifft 
diese den Träger T' im Punkte c^. Ebenso kann man d^ constniireu. 
Die PunktreUie «, 6, c . . . auf der eindeutigen Reihe ist nun nacli 
Früherem projectivisch mit der Pu]iktrcihe a, ß, y . . . auf der invo- 
lutionsaxe P und man wird mit Vortheil ihre üirectionsaxe zJ ver- 
wenden können. 

Diese Directionsaxe ist die Verbindungslinie z/ der drei Punkte 
(aß) {bcc) I), (by) {cß); (ca), (ay). Will man nun zu einem Punkte x 
der eindeutigen Reihe das entsprechende Puuktepaar a;, X2 auf der 
zweideutigen Reihe construiren, so suche man vorerst den, dem x auf 
P projectivisch entsprechenden Punkt g, Diess geschieht, wenn man 
z. B. ax zieht und den Schnitt von kx und J mit a verbindet, welche 
Verbindungslinie P in g trifft. Von | aus gehen nun an den Kreis 



I) Dcv Punkt («ß) (fitt) ist dei Scbmfctiwnkt von aß mit ha. 
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K zwei Tangenten X^, X,, welche T' in dem gesuchten Piniktepaare 
x^ x.^ treffen. Statt a könnte man bei der Coustraction von | ebenso 
gut h oder c u. s. w. verwenden. Ebenso leicht wird man den Weg 
erkennen, um zu einem Punkte x^ der zweideutigen Reihe den ent- 
sprechenden Punkt X der eindeutigen Reihe zu finden. 

Zieht man in den beiden Punkten v und ro, in welchen der Con- 
structionskreis K \on der Involutionsase Z* geschnitten wird, die bei- 
den Tangenten V^^, TTij, so treffen diese den Träger T' in den bei- 
den Doppelpunkten v^^, «u^; die dem Punktepaare v, m auf T projecti- 
visch entsprechenden und leicht constmirbaren Punkt? v und w sind 
die beiden Verzweigungspunkte der eindeutigen Reihe. 

Die beiden Reihen a,h,c... und a,ßy... müssen, weil T und 
T' in reducirter Lage sind, eine solche gegenseitige L^e besitzen, 
dass wenn man zu ff den entsprechenden Punkt y sucht und von ihm 
an K die Tangenten zieht eine von ihnen ibermals durch g hindurch- 
geht, Aehnliches gilt von den Bü&cheln in Fig. 6 (Taf. I), 

21. Wir haben m den beiden vorhergehenden Artikeln die Ver- 
vollständigung zweiei emzweidentigen Gebilde dadurch vorgenommenj 
daaa wir das zweideutige mit einem eindeutigen Hülfsgebilde (a,ßy...) 
in ein zweideutige Beziehung setzten Dieses Hülfsgebilde («, ß,f . . .) 
war dann mit dem ii-üprin^flich gegebenen eindeutigen Gebilde pro- 
jectivisch. 

Es entsteht nun die i'ri^e ob nitn den dabei verwendeten Con- 

stnictionskreis K nicht in eine -solche h\ eziilUge bringen könnte, dass 

dieses Hülfagebille mit dem eindeutigen Gebdde perspectivisch läge. 

Es ist nun in dei That möglich eine solche Anordnung zu er/ielen. 

Zunächst für fetrahlenbüschel 

Seien Fig. 9 (Tif II) t und t die Sclieitel der beiden resp, ein- 
zwei-deutigen Büschel, von denen wii lueh jetzt noch die redncirte 
Li^e voraussetzen wollen. Die beiden Büschel werden dann durch 
vier Strahlenpaare bestimmt sein, und man wird, wie dies schon be- 
treffenden Ortes (Ai't. 19) gelehrt wurde, zwei Strahlenpaare des zwei- 
deutigen Büschels, welche zweien Strahlen des eindeutigen entsprechen, 
in linealer "Weise vervollständigen können. Nehmen wir an, diess wäre 
schon geschehen, und es entspräche dem Sti-ahle A das Strahlenpaar 
A^ A^f sowie dem Strahle B das Strahlenpaar Jf, B^ 

Nun sind beide Bäschel bestimmt; denn der gemeinsame Strahl 
entspricht sich einmal selbst, weshalb er (?(?j genannt wurde, und man 
hat nun fünf Strahlenpaare: GG„ ÄA„ AA., BB^, BB^. 

Der Strahl A z. B. schneidet das ihm entsprechende Stralileupaai' 
^1 A^ in einem Punktepaar «i Oj. Nun lege man den Oonstrnctions- 
kreis so, dass er der, dem Dreiecke a^a^f umschriebene Kreis wird. 
Auf diesem Constnictionskreise K bestimmt nmi das Strahleiipaar A, A^ 
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(las Pvmktepaar a^ «^, das Strahlen paar Ii^ B^ ein weiteres Punktepaar 
hj fc, lind der Strahl G^ (oder G) den Punltt ff,. Von der Piuiktiiivo- 
lution auf K haben wir nun diese zwei Puiiktepaare. Zieht man also 
ßi «2j d. i. A, so erhält man den Strahl ec, und zieht man b, h.^, so ei-- 
hält mau den Strahl ß des eijideutigen HiSlfsbHsehels, dessen Scheitel 
der Schnitt p von a und ß ist. Verbindet man schliesslich y, mit p, 
so ergibt sich der Strahl x, welcher Ä!in jr^ zum zweiten male sehnei- 
det, was dann den zweiten Strahl (?, liefert. 

Da& Strahl eubiischel A, B, G ist nun mit dem Strahlenbiischel 
K, ß, « projeetivisch und weil überdiess zwei entsprechende Straiilea A 
lind a zusammenfallen, ao sind beide Büschel perspectiv! seh, weshalb 
sieh entsprechende Strahlen in Punkten einer Geraden (des perspecti- 
vischen Durchschnitts) S schueideu müssen. Von dieser Geraden habeii 
wir zwei Punkte; nämlich erstens den Schnitt von B mit ß und zwei- 
tens den Schnitt y, von G mit x. Verbindet man somit diese beiden 
Punkte, so erhält man den per specti vischen Dnrchsclmitt S beider 
Büschel, 

Um nun zu einem Strahle X des eindeutigen Büschels das ent- 
sprechende Strahlenpaar X, Xj im zweideutigen zu construiren, ver- 
binde man den Schnitt von % "i<^ S mit p, was den dem X entspre- 
chenden Strahl I liefert. Dieser letztere schneidet den Constructions- 
kreis K m dem Punktepaare x, x^, so dass dann x, f = X, und x.^ f 
= X^ die beiden gesuchten Strahlen sind. 

Von p aus gehen an K zwei (reelle oder imaginäre) Tangenten 
V und to, welche den Kreis in v^2 und «w^ berühren. Die Strahlen 
f »1^ und i" Wy^ sind dann die Doppelstrahlen des zweideutigen Bü- 
schels und die Verbindungslinien der beiden Schnitte von v, « und S 
mit t' sind die dem v und ra entsprechenden Strahlen V und W des 
eindeutigen Büschels, d. i. die Verzweigungsstrahlen desselben. 
Dasselbe für zwei reducirte ein zweideutige Punktreihen. 
Sind Fig. 10 (Taf. II} T und T' die beiden Träger derselben und 
gg^ das im gemeinschaftlichen Punkte vereinigte Punktepaar, so denke 
man sich wie bei den Büscheln die zwei, den Punkten a und h ent- 
sprechenden Punktepaare csj a.^, h^ h^ bestimmt. Der Punkt a liefert 
mit dem ihm entsprechenden Punktepaar ö[ a, ein Strahlenpaar jI, jI,, 
und nun nehme man den Constructionskreis so an, dass er neben T' 
noch die beiden Strahlen A, A.^ berührt, dass er also ein dem Dreieck 
a a, «2 eingeschriebener Kreis wird. Die Punktepaare «^ a^, li, \ be- 
stimmen nun mit dem Kreise zwei Tangentenpaare A^ A^, jß, S^ einer 
Tangenteninvolution und somit sind die Schnittpunkte a, ß dieser zwei 
Tangentenpaare zwei Punkte der InTolutionsase. Zieht man die Linie 
a ß oder P, ao ist diess die Axe der Involution. Von g, (oder g) geht 
an K eine Tangente G,, welche F in x schneidet; von diesem Punkte 



y Google 



oin-zwei-deiitiger Elementargebilde. 33 

geht an K noch die zweite Tangente G,^, welche T' in dem zweiten, dem 
g entsprechenden Punkte g^ schneidet. Nun ist die Punktreihe a, h,g — 
projectivisch mit der Punktreihe a,ß,x, ... und weil sich zwei ent- 
sprechende Punkte a und a decken, so sind beide Reihen überdiess 
perspeetivisch, wesshalb die Verbindungsstrahlen entsprechender Punkte 
durch einen festen Punkt (das porspectivieche Centrum der beiden 
Reihen) s gehen müssen. Zieht man also die Linie gx, A. i. G^ und 
dann die Verbindungslinie von 6 und ß, so schneiden sich diese in 
dem perspectiviechen Centrum s. 

Soll nun zu einem beliebigen Punkte a; der eindeutigen Reihe das 
entsprechende Punktepaar sc, a;^ der zweideutigen construirt werden, 
so verbinde man x mit s, welche Linie P in dem, x entsprechenden 
Punkte i schneidet. Von | aus gehen an K die beiden Tangenten 
X^ X.^, welche T' in dem gesuchten Punktepaare x^ «j treffen. Zieht 
man in den zwei Punkten v, ca, in welchen K von P geschnitten wird, 
an K die beiden Tangent-en Fj;, TF,j, so schneiden diese die zweideutige 
Reihe in den beiden Doppelpunkten VjjM),^ derselben. Die Strahlen sv 
und s ra bestimmen schliesslich auf T die beiden den Doppelpunkten ent- 
sprechenden Punkte V und w, d, i. die Verzweigungspunkte der eindeu- 
tigen Reihe. 

22. Nachdem wir die Vervollständigung zweier einzweideutigen 
Gebilde, wenn aie sich in reducirter Lage befinden, zur Genüge bespro- 
chen haben, wollen wir uns zu der Vervollständigimg solcher Gebilde 
in allgemeiner Lage und zwar zunächst zu jener Ton Büscheln wenden. 
Sind Fig. 11 {Taf. II) f und t" die Scheitel zweier einzweideuti- 
gen Büschel in allgemeiner Lage, so kann man fünf Strahlen des 
einen irgend fünf Strahlen des anderen als entsprechend zuordnen. 

Seien also A, B, G, D, E fünf Strahlen des eindeutigen Büschels f , 
welchen die fünf Strahlen Ä^, B„ C,, D^, B^ des zweideutigen Büschels 
entsprechen sollen. (Es wird jedem Strahle des eindeutigen, z. B. A 
atisser dem gegebenen A^ noch ein zweiter A^ entsprechen.) Um zwei 
solche Büschel Tervollständigen zu können, wird man sie in reducirte 
Lage zu bringen suchen. Diess könnte beispielsweise durch eine Orts- 
veränderung (etwa Drehung) bewerkstelligt werden. 

Würde man z. B. beide Büschel um ihre Scheitel so lange drehen, 
bis das Strahlenpaar A A^ ubereinanderrällt, so wären die Büschel in 
reducirter Lage, könnten nach Früherem vervollständigt werden und 
die so construirten Strahleupaare durch eine Gegendrehung in ihre ur- 
sprüngliche Lage gebracht werden. 

Man kann jedoch durch folgende Betrachtung ein einfacheres Ver- 
fahren der Vervollständigung ermitteln. Schnitte man das zweideutige 
Büehel f mit einer beliebigen Transversale T" , so erhielte man auf 
T' eine Punktreihe, welche mit dem Büschel (' in ein zweideutiger Be- 

Whib, 'rhaotle. 3 
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ziehang steht. Dem Btralile A des Büschels f wird auf T' jenes 
Pimkfcepaar entsprechen, in welchem T" von den, dem A entsprechen- 
den Strahlen A^, A^ geschnitten wird. Wird nun überdiess das ein- 
deutige Büschel mit einer Transversale T geschnitten, so erhält man 
eine Punktreihe, welche mit der auf T' erzeugten in einzweideatiger 
Beziehung ist. Durch jeden Punkt (a) der Reihe T geht nämlich ein 
Strahl {A) des Büschels f , welchem in C ein Strahlenpaar {A^A^ 
entspricht. Dieses Strahlenpaar tiüfft nun T" in dem, dem Punkte («) 
entsprechenden Punktepaar («j a^). umgekehrt geht purch jeden 
Punkt («[) der Reihe T' ein Strahl {A^ des Buscheh (', welchem in 
f ein einziger Strahl {A) entspricht, der den Tragei T" in dem ent- 
sprechenden Punkte («) schneidet. Sonach iind ilie bpiden Reihen T 
und T' in einzweideutiger Beziehung, so zwai, diss T die eindeutige 
und T" die zweideutige Reihe ist. 

,, Sehneidet man zwei einzweideutige Büschel f und Ü' 
durch zwei Transversaleu T und I", so erhält man zwei 
einzweideutige Reihen und zwar wird aus dem eindeutigen 
Büschel die eindeutige und ans dem zweideutigen Büschel 
die zweideutige Reihe ausgeschnitten." 

Sind A, B, C, J), E die fünf Strahlen des eindeutigen Büschels 
und A^, Jlj, C„ Dl, Ef die ihnen entsprechenden des zweideutigen und 
schneidet man das erste durch die Tranaversale T, so möge durch A 
der Punkt a und ebenso durch B, C, D , E die resp, Punlcte h, c, d, i; 
auf T erzeugt werden; durch die Strahlen A„ jß,, C,, Dj, J5j werden 
auf T' die Punkte a^, J>,, c,, d„ e, bestimmt. Von den beiden einzwei- 
deutigen Reihen T und T' besitzt man nun fünf Punktepaare aa,, 
hhj, cc^, ddf, ecj, wodurch die beiden Reihen ebenfalls bestimmt sind. 
Wenn nun dem Punkte x auf T das Puuktepaar w^ x.^ entspricht, so 
entspricht dem Strahle f x (= X) das Strahlenpaar i" Xi (=^ X^), f x^ 
(= Xj) des eindeutigen Büschels. 

Die beiden Puuktreihen T und T" werden sich dann in redueirter 
Lage befinden, wenn im gemeinschaftlichen Punkte ein entsprechendes 
Punktepaar vereinigt ist. Diess wird dann geschehen, wenn man die 
beiden Transversalen 1" und T' durch den Schnittpunkt von einem 
der fünf gegebenen Strahlenpaare hindurchlegt. Würde man z. B. T 
und T' durch den Schnittpunkt von E mit B, legen, so Itämen in 
diesen Schnittpunkt ebensowohl der Punkt e, als auch der Punkt e, 
zu liegen, d, h. in diesem Punkte würde ein entsprechejides Punkte- 
paar vereinigt sein. 

Statt nun die beiden Transversalen beliebig dnrch den Schnitt- 
punkt von E und -E, zu legen, können wir die beiden Strahlen E und 
Ej selbst au diesen Zwecken verwenden. Wir schneiden also das ein- 
deutige Büschel f (A, B, C, D, E) mittelst der Transversale Ei in den 
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Punkten [a, h, c, d, e) der eindeutigen mit dem Büschel f perspectivisch 
liegenden Punktreihe, und ebenso das zweideutige Büschel f (J.,, B„ 
Cy, Dj, E^) mittelst der Transversale E in den Punkten (a,, &„ Cj, c7j, e,) 
der zweideutigen mit dem Büschel f perspectivisch liegenden Reihe. 

Die beiden Reihen a, b, c, d, e . . . und ßj, 6„ c„ dj, e^ . . . sind in 
einzweideutiger Beziehung und Uberdiess in reducirter Lage, weil in 
dem Schnittpunkte der beiden Transversalen E und J3j der Punkt e 
mit seinem entsprechenden e^ zusammenfällt. Man kann desshalb nach 
den vorgetragenen Prinzipien die beiden Punktreiben vervollständigen, 
wodurch auch die beiden Büschel vervollständigt werden. Die Bnve- 
loppe der beiden Hülfsreihen auf E und E^ ist, weil sie, sich in redu- 
cirter Lage befinden, ein Kegelschnitt JJ, nämlich ihr Reductionskegel- 
schnitt. Da derselbe in Bezug auf die Büschel f und f dieselbe Rolle 
spielt, wie das Directionszentrum bei der Vervollsiändigung zweier 
projectivischen Büschel, so können wir denselben wohl auch den ,,Di- 
rectionskegelschnitt der beiden Büschel" nennen. Da jedoch 
der Dil eetionsk egelschnitt ■wesentlich von dem zu Hülfstransveraaleu 
angenommenem Strahlenpaare ü, i', abhängt, so wollen wir ihn den 
„Direetioüskegelschnitt der beiden Büschel bezüglich des 
Strahlenpaares E, £," nennen. 

Jedem Strahlenpaare entspricht ein Directionstegelschnitt ; wir 
werden später sehen, dass alle Direetionskegelschnitte drei feste Ge- 
rade berühren und die einzelnen Strahlen des zweideutigen Büschels, 
bezüglich deren sie genommen sind, in Punkten schneiden, welche auf 
zwei festen Strahlen des eindeutigen Büschels liegen. 

Wir haben in der Figur den Directionskegelschnitt B bezüglich 
des Strahlenpaares EEi genommen, weil wir die beiden Büschel mit- 
telst dieses Strahlenpaares geschnitten haben. 

Yon dem Directionskegelschnitt hat man nun fünf Tangenten; 
nämlich erstens den Träger E der zweideutigen Reihe und dann die 
vier Strahlen a7(|, &&,, cc",, dd,. 

Bei der Vervollständigung der beiden Büschel, welche auf jene der 
beiden Hölfsreihen zurückkommt, treten zwei Aufgaben auf, nämlich: 
1) Zu einem Strahle X, des zweideutigen Büschels den entspre- 
chenden Strahl X des eindeutigen zu finden. 

Jedem Strahle des zweideutigen Büschels entspricht im eindeutigen 
Büschel nur ein einziger Strahl, wesshalb die gestellte Aufgabe eine 
lineale sein wird. 

Der Strahl Xi kifffc den Träger E der zweideutigen Hülfsreihe in 
einem Punkte x, und offenbar wird der dem X^ entsprechende Strahl 
X den Träger E, der eindeutigen Hülfsreihe in dem, dem x, ent- 
sprechenden Punkte X treffen. Dieser lässt sich nun leicht — wie 
anderen Ortes auseinandergesetzt wurde — mittelst des Satzes von 
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Biianchou lineal construiren. Von a;| geht nämlich an den Directions- 
kegelschuitt II nur mehr eine Tangente |j (weil der Träger E selbst 
schon eine Tangente ist), welche Ej in x schneidet. Man erhält diese 
Tangente ^] in folgender Weise. Bezeichnet man die fünf Tajxgeii.ten 
da,, ööp ecj, dd^, E des Directionskegelschnittes der Reihe nach mit 
den Ziffern 1, 5, 2, 6, 3 und die ges uchte Tangente %^ mit 4, so ziehe 
man die Linien (23) (56), x^ (61) und verbinde deren Schnittpunkt 
mit dem Pankte (12), Diese Verbindungslinie wird die Tangente 5 
in einem Punkte schneiden, welcher Punkt mit x^ verbunden die ge- 
suchte Tangente ^^ liefert. Die so construirte Gerade |, trifft mit £, 
in dem Punkte x zusammen; verbindet man sehhesslich diesen Punkt 
X mit dem Scheitel (' des eindeutigen Büschels, so erhält man den 
verlangten Strahl X. Die Aufgabe ist somit gelöst. 

Wendet man diese Oonstructionsart dazu an, um zu dem gemein- 
schaftlichen Strahle H f beider Büschel, indem man ihn zum zweideu- 
tigen rechnet, den enteprechenden im eindeutigen zu finden, so ergibt 
sieh, dass derselbe die, von f an den Directionskegelschnitt 
M gezogene Tangeute sei. In der Thafc fällt für den gemeinschaft- 
liehen Sb:ahl der Punkt x nach t' und folgheh ist gj die von ( a,n li 
gehende Tangente (die zweite von t' an B, gehende Tangente ist nämlich 
der Träger E der zweideutigen Hülfsreihe) ; da man nun ihren Schnitt- 
punkt mit Ej wieder mit (' verbinden soll, um den, dem gemeinsamen 
Strahle entsprechenden zu finden, so ist diese Tangente selbst der 
entsprechende Strahl, 

Es ist nothwendig eine bestimmte Bezeichnung bezüglich des ge- 
meinschaftlichen Strahles beider Büschel anzuwenden. Indem wir ihn 
zum eindeutigen Büschel rechnen, wollen wir ihn mit O bezeichnen; 
seine beiden, ihm in (" entsprechenden Strahlen ,sind dann G^ und Q^- 
Wenn wir ihn zum zweideutigen Büschel rechnen, so soll er mit L, 
bezeichnet werden. Dann entspricht ihm also ira eindeutigen Büschel 
die von ('an den Directionskegelschnitt geführte Tangeute L. Die- 
sem Strahle L wird natürlich im zweideutigen Büschel ausser L^ noch 
ein zweiter mit L,^ zu bezeichnender Strahl entsprechen. 

Wurde nun zu dem Strahle X, der ihm entsprechende Strahl X 
construirt, so ist es ein Leichtes, den diesem X zweitentsprechenden 
Strahl X, des zweideutigen Büschels mittelst des Lineals zu construiren. 
Man wird nämlich von dem Punkte x, von welchem an den Re- 
ductionskegelschnitt B, die Tangente §, geht, noch die zweite an E 
gehende Tangente |j ebenso mittelst des Satzes von Brianchon con- 
struiren, wie diess bei 1, vom Punkte x^ aus geschehen ist. Diese 
zweite Tangente Ij trifft nun E in x^, welcher Punkt mit t" verbun- 
den den gesuchten Strahl X; liefert. 

2) Zu einem Strahle Y des eindeutigen Büschels das entsprechende 
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Strahlenpaar Fj Y^ des zweideutigen zu finden. Diese Aufgabe ist 
bereits eine quadratisclie und erheischt die Anwendung des Cirtels. 

Der Strahl Y triüt die eindeutige Reihe auf E^ im Punkte y, von 
welchem aus an den Directionskegelschuitt E zwei Tangenten tj, und 
ri^ gehen. Diese mittelst Cirkel und Lineal aus den .fünf bekannten 
Tangenten des Directionskegelschnitts zu construirenj ist eine bekannte 
Sache. Die beiden Tangenten t), und »jj treffen die zweideutige ßeihe 
M in dem Puaktepaare y^ y^, welches mit £" durch tteraden verbundenj 
das gesuchte Strablenpaar Y^ Y^ liefert. 

Aus diesem Constructions verfahren lassen sich nun einzelne, für 
das Folgende wichtige Schlüge ziehen. Erstlich entsprechen dem ge- 
raeinsamen Strahle beider Büschel, wenn man ihn zum eindeutigen 
Büschel rechnet und dem Uebereinkommen gemäss mit (? bezeichnet, 
die beiden vom Seheitel (" des zweideutigen Büschels an den Direetions - 
kegeis ehnitt gehenden Tangenden Ctj, G^- 

Denn G trifft E^ in t" , welcher Punkt also mit g zu bezeichnen 
wäre. Von diesem gehen an H die beiden Tangeuten G^, Gi, welche 
E in g^ g^ troffen; die Punkte g^ g.^ mit (" verbunden gehen nun das 
dem G entsprechende Strahlenpaar; aber diese Verbindungslinien sind 
offenbar die Tangenten G^ G.^ selbst. 

Dem gemeinsamen Strahle der beiden Büschel entspre- 
chen also, je nachdem man ihn zum eindeutigen oder zum 
zweideutigen Büschel rechnet, die beiden von i" oder die 
von C an iä gehende Tangente. 

„Es muss also der Directionskegelschnitt bezüglich 
jeden Strahlenpaares diese drei Tangenten: G^, G^ und L 
besitzen, weil dem gemeinsamen Strahle immer diese drei 
Strahlen entsprechen müssen." 

Zweitens können wir auch che frage nach den Verzweigungs- 
strahlen und Doppel strahlen beantworten. 

Der Directionskegelschnitt R schneidet nämHch den Träger Ey 
der eindeutigen Hfilfareihe in den beiden Vei^zweigungspunkten v und 
w derselben. Die von t' aus nach v und w gehenden Strahlen Y und 
W sind die beiden Verzweiguugsstrahlen des eindeutigen Büschels. 
Die in v und w an den Directionskegelschnitt M gezogenen Tangen- 
ten Vjj und 0^^ sind die Doppeltangenten der auf K entstehenden 
Tangenteninvolution imd treffen den Träger E der zweideutigen Reihe 
in den Doppelpunkten v^^ ^^^ ^12 dieser Hülfsreihe. Die von t" nach 
Ui2 und w^^ gezogenen Sti-ahlen V^^ und W^.^ sind daher die beiden 
Doppelstrejilen des zweideutigen Büschels. 

„Der Directionskegelschnitt beider Büschel bezüglich 
irgend eines Strahlenpaares schneidet somit den dem zwei- 
deutigen Büschel angehörigon Strahl des Paares in jenen 



y Google 



38 Erzeugnisse 

zwei Punkten, in welchen dieser Strahl von den beiden 
Verzweigungsstraklon getroffen ■wird." 

Um zu einem Strahle Y des eindeutigen Büschels das entspre- 
chende Stvahlenpaar Y",, Y^ im zweideutigen zu conatmiren, benbthigt 
man ausser des Lineals nur noch eines festen Kreises. 

Um das wiederholte Kjeiszieheu zu vermeiden, ist es vrichtig, die 
schon bei der reducirten Lage beider Büschel verwendete Oonatructions- 
methode mittelst eines einzigen festen Kreises auch hier verwenden zu 
können. Das zweideutige Büschel bildet nämlich für sich eine quadra- 
tische Strahleninvolution, welche man auch unabhängig vom eindeuti- 
gen Büschel vervüllstäntligen kann. 

Seien Fig. 12 (Taf. IT) abermals t' und (" die Scheitel und AÄ^, 
BBj, CC„ -DD,, EEi die fünf Strahlenpaare der beiden einzweideuti- 
gen Büschel. Wir sehneiden sie durch die Transveraalen E, und E 
in den einzweideutigen, redueirt üegenden Punktreihen abcde, «j &i 
Cj dl Cj. Um die im zweideutigen Büschel t" auftretende Strahlen- 
involution behandeln zu können, benötbigen wir zwei Strahlenpaare 
derselben. Zu dem Ende construiren wir die beiden Strahlen A^ und 
Bj, welche ausser J., und B, den Strahlen A und B des eindeutigen 
Büschels entsprechen. 

Von dem Directionskegelschnitte B beider Büschel, welcher gleich- 
zeitig der Beductionskegelschnitt der beiden auf E und E, ei"zeugten 
Hülfsreihen ist, besitzen wir die fünf Tangenten ää„ hb^, cc„ dd^ und 
E. Vom Punkte a aim geht an R ausser «äi noch eine weitere Tan- 
gente Ääj, welche E in dem, a neben a, entsprechenden Punkte a^ 
trifft. Dasselbe gilt von &, von welchem aus an R noch die weitere 
Tangente bh^ gehen wird. Um diese Tangenten zu bestimmen, be- 
zeichne man die fünf bekannten Tangenten des Reductionskegel- 
schnitts: ««,, bb„ cc„ dd^, E der Reihe nach mit den Ziffern 1, 5,2, 
i, 3 und die jeweilig gesuchte sechste Tangente (also zunächst au.^ 
und dann öfej) mit der Ziffer 6, Wendet man nun auf das Sechsseit 
12 345 6 den Satz von Brianchon an, so erhält man aus den fünf 
ersten Tangenten immer die sechste. Um z. B. die Tangente aa^ zu 
construiren ziehe man durch den Schnittpunkt der beiden Linien 
(12) (45) und (34) (61) die nach dem Punkte (23) gehende Gerade 
und verbinde ihren Schnittpunkt mit 5 mit dem Pimkte a, mn die 
gesuchte Tangente zu erhalten. Dabei ist zu bemerken, d^s der Punkt 
(61), d. i. der Schnitt der Linien 6 und 1 der Punkt a ist. Die so 
gefundene sechste Tangente trifft E im Punkte a^i welcher mit (" ver- 
bunden, den gesuchten Strahl A.^ liefert. Um die zweite von 6 aus 
an B gehende Tangente zu finden, bedenke man, dass die eine von 
6 ausgehende und bekannte Tangente die mit 5 bezeichnete Linie bb^ 
ist. Man bann also auch jetzt die gesuchte sechste Tangente mit 6 
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bezeichnen. Um sie wirklich zu construiren, ziehe man dureli den 
Schnitt von (12)740) und (23) (56) [wobei 56 = ft ist] die nach (34) 
gehende Linie und verbinde den Punkt, wo sie 1 schneidet mit h, so 
hat man die gesuchte Tangeute. Diese schneidet F in b^. Verbindet 
man h^ mit t", so erhält man den Strahl Sj. Nun besitzt man von 
der Involution im zweideutigen Büschel zwei Strahlenpaare Ä, A„ 
B, Bj und kann die Involution mittelst eines Constructionsfereises ver- 
vollständigen. 

In der Figur 12 (Taf. II) wurde der Oonstructionskreis , welcher 
durch den Scheitel t" des zweideutigen Büschels gehen muss, mit K be- 
zeichnet. Die beiden Strahlenpaare A^ A.^, Bj Bj bestimmen auf ihm zwei 
Punktepaare cij n^, ß, 6^ einer Piuiktinvolution, deren Verbindungslinien 
ö^, tj bj (= a, ß) sich in dem zugehörigen Involutionscentrumj) schneiden. 
Nun kann man sehr leicht zu einem Strahle des eindeutigen Bü- 
schels das entsprechende Strahlenpaar des zweideutigen vervollständi- 
gen. Der Strahl G^ z. B, sehneidet den Constructionskreis K im 
Punkte c, ; verbindet man nun Ci mit p durch den Strahl y, bis K 
wieder in c^ geschnitten wird, so gibt die Verbindungslinie von f mit 
Cj den zweiten Strahl C^. 

Die Strahlen a, ß,y . . ., welche aus dem Invohitionscentrum p 
die Punktpaare (^^ a^, 6| ba, c, C, u. s. w. projicireu, bilden ein Strahlen- 
büsehel, welches mit dem eindeutigen Büschel A, B, C, . . . projecti- 
visch ist. Es entspricht dabei dem Strahle A dei" Strahl «, dem Strahle 
B, ß u. s. w. 

Dieses Hülfsstrahlenbüschel lässt sich uuii vortheilhaft zur Ver- 
vollständigung beider Büschel verwenden. 

Zu dem Behufe construire man sich zunächst das Direetionseen- 
trum ^ der beiden projectiviscben Büschel f und p. Dieses Directions- 
centru m ist der Schnittpunkt der drei Strahlen (Aß) {Bu), {Bf) {Cß), 
(0«) {Ar). 

Nun kann man mit Leichtigkeit folgende zwei Aufgaben lösen: 

1) Zu einem Strahle X, den entsprechenden Strahl X zu finden. 
Der Strahl X, trifl't den Constructionskreis im Punkte Vu welcher 

Punkt mit p verbunden den Strahl | liefert. Sucht mau in t' den zu 
I projectivisch entsprechenden Strfihl, so ist das der gesuchte Strahl X. 
Zu dem Ende verbinde mau den Schnittpunkt (|i') mit z/, bis ß ge- 
schnitten wird und diesen Schnittpunkt mitY, so ist diese Verbin- 
dungslinie der gesuchte Strahl X. 

2) Zu eineiQ Strahle Y des eindeutigen Büschels das entsprechende 
Strahlenpaav Y^, Y., zu finden. 

Man construire zu Y den in 'j} pi'ojeetiviach entsprechenden Strahl 
ij, indem man (Fr) mit ^ verbindet, bis A geschnitten wird und die- 
sen Schnittpunkt mit p verbindet, was den Strahl ij liefert. 



y Google 



40 ErKeiignisso 

Dieser Strahl ij schneidet den Constnictiouskreis K in dem Punbte- 
paare 1),, ^2 ; verbindet man dieses Punktepaar mit (" , so erhält man 
das Strahlenpaav Yi, Y^. 

Ebenso liann man die Verzweigungs - und Doppelstrahlen leicht 
construiren. Von p gehen nämlich an den Cojistructionskreis K die 
beiden Taugenten v und ra, welche ihn in den Doppelpunkten UijlUj.j 
der auf K auftretenden Punktinvolution berühren. Die Strahlen fu^ 
und if' iDi5 sind die beiden Doppelsti-ahlen V^2, W,^ des zweideutigen 
Büschels. 

üra die Verzweigungsstrahlen des eindeutigen Büschels zu finden, 
hat man nur zu v und to die in Ü projectivisch entsprechenden Strah- 
len V und W mittelst des Directioiiscentrums z/ auf bekannte "Weise 
zu construiren. 

Man kann nun, wie in Art. 21 den Constructionskreis (statt be- 
liebig durch t") so legen, dass er durch das Schnittpunktepaar des 
Strahles Ä mit dem entsprechenden Strahleupaare Ä^, A^ hindurch- 
geht. Dann wird cc mit A zusammenfallen und die beiden Büschel 
a, ß,y . . . und A, B, C . . . sind perspectiv! seh. Ihre Vervollständigung 
ist in diesem i'alle ungemein einfacher, weil sich entsprechende Strah- 
len auf Punkten einer Geraden schneiden, von welcher man durch die 
beiden Strahlenpaare B,ß und C,y zwei Punkte erhält. 

Es braucht wohl nicht bemerkt zu werden, wie man nach dieser 
Methode mittelst des Coustmctionskreises die dem gemeinschaftlichen 
Strahle entsprechenden Strahlen construiren wird. 

Aufgabe: Man construire den Strahl des eindeutigen Büschels, 
welchem im zweideutigen ein rechtwinkeliges Strablenpaar entspricht, 
23. So wie bei Strahlenbüscheln, so kann man auch bei der Ver- 
vollständigung zweier einaweideutigen Puuktreihen in allgemeiner Lage 
einen doppelten Weg einschlagen. Sind Fig. 13 (Taf. II) T und T" 
die Träger der beiden einzweideutigen Punktreihen, sowie aa^, &&,, 
ccj, ddy, ee^ fünf Paar entsprechender Elementcj so nehmen wir e zum 
Scheitel eines ober der zweideutigen Reihe stehenden Büschels -4,, B,, 
Ol, -D, , i'i und e, zum Scheitel eines über der eindeutigen Eeihe 
stehenden Büschels A, B, C, D, E. Diese zwei Büschel sind nun wegen 
ihrer Lage in eiu zweideutiger Beziehung gegen einander. Und zwar 
ist das Büschel vom Seheitel e das zweideutige und das Büschel e^ das 



Die beiden Büschel sind jedoch überdiess in reducirter Lage, weil 
sich in der Geraden ee, die beiden entsprechenden Strahlen E und J5, 
decken. Ihr Durchschnitt ist somit eiii Kegelschnitt, uämhcli ihr Ke- 
ductionskegelschnitt M. 

Da nun dieser Kegelschnitt bezüglich der beiden, ursprünglich 
gegebenen Reihen dieselbe Rolle spielt, wie die Directionsaxe bei der 
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Vervollständigung zweier projectivischen Punkt reihen, so mag er fortan 
wohl auch „der Direetionskegelschnitt der beiden iteihen 
r" und 2°' bezüglich des Punktepaares ee," genannt werden. 
Der Zusatz „beztighch des Punktepaares ee," deutet an, dass der 
Direetionskegelschnitt wesentlich von dem zu Scheiteln der Hülfs- 
büsehel verwendeten Punktepaare {ee{) abhängt. Aber auch hier sind 
die, den verschiedenen Punktepaaren entspreclienden Directionskegel- 
schnitte gewiesen gemeinsamen Bedingungen unterworfen. Sie gehen 
nämlich sämmtüch durch drei feste Punkte, und die Tangenten von 
den, der zweideutigen Reihe angehörigen Punkten der einzelnen Paare 
an dieselben, gehen durch zwei feste Punkte der eindeutigen Reihe. 

Von dem Direetionskegelschnitt iJ hat mau die fünf Pmikte {ÄAj), 
(BBi), {CG,), (DD,), e. Der Punkt c gehört dem Directionskegel- 
schnitte als Scheitel des zweideutigen Büschels an. 

Die Vervollständigung beider Büschel erfordert imn die Lösung 
folgender zwei Aufgaben: 

1) Zu einem Punkte x, der zweideutigen Reihe den entsprechen- 
den Punkt X der eindeutigen Reihe zu bestimmen. 

Verbindet man e mit a;,, so erhält man den enteprechenden Strahl 
X, des zweideutigen Büschels und hat seinen Schnittpunkt §, mit dem 
Directionskegelschnitte R zu suchen, Diess geschieht in linealer 
Weise mit Benützung des Paskalschen Satzes ebenso einfach, wie diess 
bei den Büscheln iu^ Art. 22 gelehrt wurde. 

Bezeichnet man nämhch die Punkte (ÄA,), (BB,), (CC,), (Düi), e 
des Directionskegelschnittes mit den Ziffern 1, 5, 2, 6, 3 und den 
unbekannten Schnitt 1, von X, mit JR durch 4; so ziehe man die Linien 
(23) (56), (347(61) [wobei (34) der Strahl Xj ist] und yerbinde ihren 
Schnitt mit (12), mit dem Punkte 5. Die letztgenannte Verbindungs- 
linie trifft dann X, in dem gesuchten Durchs chiiittspunkte ^^. 

Der Strahl e^ li ^ X entspricht dann im eindeutigen Hülfsbüschel 
dem Strahle X, und schneidet die eindeutige Reihe im gesuchten 
Punkte X. 

2) Zu einem Punkte j/ der eindeutigen Reihe das entsprechende 
Punktepaar )/,, */j der zweideutigen Reihe zu constniiren. 

Verbindet man y mit e„ so erhält man den Strahl Y; dieser trifft 
den Direetionskegelschnitt B. in dem Punktepaare /f|,JJi, welches mit 
e verbunden das Strahlenpaar Y^, Y^ hefert. Das Strahlenpaar Yi, Y.^ 
entspricht dem Strähle Y und schneidet daher die zweideutige Reihe 
T' in dem gesuchten Punktepaar j/, ^j. 

Die Aufgabe ist bereits quadratisch und ohne Zuliülfeiiahme dew 
Cirkels nicht lösbar. 

Betrachten wir nun den gemeinschaftlichen Punkt beider Reihen, 
d. i. den Schnittpunkt von T' und T". Denselben kann man einmal 
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zur eindeutigen und das anderenial zur zweideutigen Reibe rechnen. 
Im ersten Falle werden wir ilm mit g und im zweiten FaUe mit l, 
beaeicbnea. 

Es fragt sich, welche Punkte ontsprechen diesem gemeinschaft- 
lichen Punkte beider Reihen? Rechnet man ihn zunächst zur zweideu- 
tigen Reihe (wo er mit ^, zu bezeichnen ist), so lässt sieb leicht aus 
der angegebenen Vervollstandigungsart ableiten, dass ihm in der ein- 
deutigen Reihe der zweite Schnittpunkt l des Directionskegelschnittes 
R mit i5em Träger T entsprecheji müsse. 

Rechnet man ihn zur eindeutigen Reihe, so heisst er g und es 
entsprechen ihm (wie ebenso einfach zu ersehen ist) die beiden Schnitt- 
punkte (/,, g^ des Trägers T' mit dem Directiooskegelscbnitte R. 
Endlich entsteht noch die Frage nach den Verzweigungspunkten der 
eindeutigen und den ihnen entsprechenden Doppelpunkten der zwei- 
deutigen Reihe. 

Vom Scheitel e, des eindeutigen Büschels gehen an den Direetions- 
kegelschnitt JR zwei (reeUe oder imaginiii-e) Tangenten V und W, 
welche denselben in den Doppelpunkten «i^ und tv,i der auf M ent- 
stehenden Punktinvolution berühren. Daher sind die nach diesen 
Punkten «,.j und m,, ^on e ausgehenden '^tnhlen V, W, die Doppel 
strahlen des zweideutigen Hulfsbüschek und die ihnen eut&piechenlen 
Strahlen V uud W sind die Vpizt\ ei^fungssti ihlen dc& emdeutigeu 
Hülfsbüschels. 

Die Verzw ei^un^btitthl u V und IP liefieu lio oiudeutige Reihe 
T in den Verzweigung junkttu i und , uul die üoppelstrahleu 1 
Wjj'treffen die zweideutige Reihe T m den Doppclpunkti^n d^ uud 



Da die Punkte 1 <}i rj t w immei dieselben bleiben mus'^en w el 
ches Punktepaai man luth zu Scheiteln dei Ilulfsbus du 1 nehmen mog 
ao ist das übei die Lage simmtlichei Diiectioiiskegelsehnitte Gesagt 
vollkommen geiechtfertigt 

Bei der Bestimmung det einem Punkte y dei euideutigen Reihe 
entsprechenden Punl tepaaies ij y der zweideutigen Reihe hat mau 
eine Aufgabe des zweiten Grades aufiulosen, woäu dif Hülfe dra Gu 
kels neben jener des Lineals unumgaugliGh nothi^, ist 

Um für jede beliebige Lage des Punktes / mit eniem liu fui ille 
mal gezogenen Kieise aus/iueichen k-wni mau folgenden bei dei \ei 
vollständigung einzw eideutigei Büschel im von^en AitiLel anj,eg benen 
Weg einschlagen 

Wenn m Pigiu 14 (Tif II) die beiden auf T luid f hehnd 
liehen Punktieiht-n a h r ä r und «, &, c, i^, c gegeben smd so 
wird man sich ^oi allem zwei Punl tepa-irc der luf T auftretenden 
Involution vervollständigen Dem Punkte a namlich entßpiicht anasei ßj 
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noch ein zweiter Punkt a^, welchen zu eonsü'uiren wir genöthigt sein 
werden. Ebenso werden wir den Punkt h.^ zu bestimmen haben, wei- 
chet neben 6, dem h entspricht. 

Diess geschieht in folgender Art. 

Nimmt man ein Punktepaar — wir wollen wieder die Punkte e 
und e, nehmen — zu Scheiteln zweier Büschel, welche über den bei- 
den Reihen stehen, so werden diess zwei einzweideutige Biischel in 
reducirter Lage aein. 

Man ziehe also von e aus nach a^, hy, c^, du, e, die Strahlen A^, S^, 
G^, D„ E^ und von gj aus nach a, b, c, d, e die Strahlen A, B, G, B, E 
(genau so, wie es zu Anfang dieses Artikels geschah), so erhalt mau 
dadurch fünf Strahlenpaare zweier einzweideutigen Büschel, welche 
überdiess reducirt sind, weil im gemeinschaftlichen Strahle sich ein 
Paar entprechender Strahlen (E, jE,) deckt. Von dem ßeductions- 
kegelschnitte JR (welches der Directionskegelsclmitt beider Reihen be- 
züglich des Punktepaares e, e, ist) besitzen wir die Pnnkte (J_4|) = l, 
(B£i) = 5, (CG,) = 2, (DD,) =4 und den Scheitel e des zweideuti- 
gen Büschels, welchen wir mit 3 bezeichnen wollen. 

Der Strahl A schneidet den Kegelschnitt R ausser im Punkte 1 
noch in einem weiteren Punkte, welcher uns mit e verbunden den 
Strahl J.2 und so aiich den Punlit Aj liefert. Um diesen zweiten 
Schnittpunkt des Strahles A mit dem Reductionskegelschnitt R zu 
finden, bezeichne man ihn in Gedanken mit der Ziffer 6 und wende 
auf das Sechseck 12 3 4 56 den Paseal'scheu Satz an. 

Diess gibt folgende Construction des Punktes 6. Man ziehe die 
Linie (12) (45), (34) (61) [wobei (61) die Verbindungslinie von 6 mit 1, 
d. h. der Strahl A ist] und schneide sie mit der Linie (23). Verbin- 
det man den erhaltenen Schnittpunkt mit 5, so schneidet die letztge- 
zogene Linie den Strahl A in dem gesuchten Punkte. Wird nun die- 
ser mit G verbunden, so erhält man den Strahl A^ und wo dieser die 
zweideutige Reihe schneidet, ist der Punkt a.,. 
Ebenso construirt man den Punkt Ö3. 

Der Strahl S schneidet nämlich iJ ausser in 5 noch in einem wei- 
teren Punkte, der mit 6 bezeichnet werden soll. Zieht man jetzt die 
Linie (12)(4^'(23) (56) [wobei (56) die Verbindungslinie von 5 mit 6, 
d. h. der Strahl B ist] und verbindet man den Punkt, wo sie durch 
(34) geschnitten wird, mit 1; so schneidet die letztgezogene Linie den 
Strald S im Punkte 6. — Dieser mit e verbunden, gibt den Strahl S^, 
welcher T' in i^ schneidet. 

Nuu hat man von der auf T' befindlicheil Punktinvolution zwei 
Punktepaare «, a,, h, 6^ und kann mittelst derselben in folgender Weise 
weiter operiren. 

An T" tangirend legt man den sonst beliebigen Consti'uctionskreis 
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K, welcher ein für allemal festgezogen ist — und an ihn legt man 
durch die zwei Punktepaare a^ aj,?»!?)^ die beiden Tangentenpaare 
9ti9lj, Si Sj, welche sich in dem Punktepaar a,^ schneiden (ICj iJtj 
liefert a, ^, SÖ^ liefert j3). 

Die Gerade aß, welche mit P bezeichnet wurde, ist die Äxe der 
auf K existirenden Tangenteninvolution. 

Will man z. B. zum Punkte c, den paarig zugehörigen Punkt Cj 
finden , so lege man von Cj an K die Tangente S, , welche P in y 
aclmeidet und von y s,n K die Tangente (5j, welche T' in Cj schneidet. 

Auf P entsteht so eine Punktreihe ß, jS, y . . ., welche mit der 
Punktreihe ([,6,c... projectiviseh ist. Von beiden Reihen kennen 
wir nun drei Paar entsprechender Punkte an, hß, cy und können daher 
zu jedem vierten Punkte der einen Reihe den entsprechenden Punkt 
der anderen construiren. 

Diess werden wir auch mit grossem Vortheile zur Vervollständi- 
gung der beiden einzweideutigen Punktreihen T und T' benutzen. 

Zunächst wichtig ist die Directionsaxe der beiden projecti vischen 
Reihen auf T und P. Es ist diess die Verbindimgslinie ^ der drei 
Punkte (aß) {ha), {by) {cß), {ca) {ay). Nachdem man diese Directions- 
axe z/ gezeichnet hat, kann man leicht folgende zwei, die Vervoll- 
ständigung der beiden Reihen betreffende Aufgaben lösen: 

1) Zu einem Punkte x, der zweideutigen Reihe den entsprechen- 
den Punkt X der eindeutigen zu construiren. 

Man ziehe von Xi die einzige an den Consti-uctionskreis K gehende 
Tangente ir, , welche F in | schneidet. Der dem Punkte ^ auf 7" 
projectiviseh entsprechende Punkt, ist der gesuchte Punkt x. Man 
findet ihn, indem man z. B. den Schnitt von ^h und z/ mit ß verbin- 
det und diese Verbindungslinie mit T zum Schnitte bringt. 

2) Zu einem Punkte y der eindeutigen Reihe das entsprechende 
Punktepaar y,, «/^ der zweideutigen zu finden. 

Man construire den, dem y auf P projectiviseh entsprechenden 
Punkt ij, indem man P mit der Verbindungslinie von b und dem 
Schnitt von ßy und ^ schneidet. 

Von 1] aus gehen an den Constructionskreis K die beiden Tan- 
genten SQi, ^?).j, welche T" in dem gesuchten Punlttepaar i/,, y^ treffen. 

Ebenso einfach kann mau die Verzweigungs- und Doppelpunkte 
finden. Die Involutionsaxe P schneidet den Constructionskreis K in 
zwei (reellen oder imaginären) Punkten v und m, von welchen aus au 
K zusammenfallende Tangentenpaare gehen. Die Tangenten dieser 
zwei Punkte v und ra sind die Doppeltangenten 33,^ und ^ffi,; des in- 
volutoiischen Tangentensystems und^ sie schneiden die zweideutige 
Reihe T" in den beiden Doppelpiuikten v,5 und w^^ derselben. Die 
den beiden Punkten v rnid ra auf T projectiviseh entsprechenden (nach 
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Früherem leicht coiistruirbareii) Punkte v imd w sind die beiden Ver- 
zweigungsp unkte der eindeutigen Reihe. 

Statt den Coli structionskr eis K beliebig zu zeichnen, kann man 
ihn wie in Art. 21 dem Dreiaeite einschreiben, welches von ?"', aa^ 
und öffj gebildet wird. 

Dadurch werden die beiden Punktreihen a,h,G,... a, ß, y . . auf 
y und P perspectivisch, wodurch die Construction einiger masseu ab- 
gekürzt wird. 

Aufgabe: Man construire den Punkt der eindeutigen Reihe, 
dessen entsprechendes Punktepaar eine gegebene Strecke auf T' har- 
moniscli theilt. 

24. Sowie man awei eiiizweideutige Gebilde auf die vorgetragene 
Art und Weise immer vervollständigen kann, sobald man fünf Paar 
entsprechender Elemente kennt, so wird man dieselben Methoden auch 
dann noch anwenden können, wenn die gegebenen Elemente spezieller 
Natur sind. 

Zwei einzweideutige Gebilde können ausser durch fünf Paar ent- 
sprechender Elemente auch noch auf folgende Arten bestimmt werden: 

1) Es sind gegeben drei Paar entsprechender Elemente, ein Ver- 
zweigungselement und das ihm entsprechende Doppelelement. 

2) Es ist gegeben ein Paar entsprechender Elemente, die beiden 
Verzweigungselemente und die ihnen entapreehenden Doppelelemente. 

3) Statt zwei Paar entsprechender Elemente kann im allgemeinen 
Falle, sowie im Falle (1) ein Element des eindeutigen und das ihm 
entsprechende Eleraentenpaar des zweideutigen Gebildes gegeben sein. 

Schliesslich dürfte wohl noch der Fall zu erwähnen sein, wo an 
die Stelle eines beliebigen Strahles der geraeinsame Strahl tritt. Was 
die übrigen Fälle betrifft, so sind sie von dem allgemeinen fast gar 
nicht, und wenn, so nur unwesentlich verschieden, 

Wir wollen in aller Kürze die wichtigsten von den Spezialfällen 
und zwar nur an einer Gebildeart der Behandlungsweise nach wenig- 
stens skizziren. 

1) Von zwei einzweideutigen Punktreihen T und T' Fig. 15 
(Taf. III) sind drei Paare enteprechender Punkte es«,, &&,, cc,, dami 
das Verzweigungselement v der eindeutigen und der ihm entsprechende 
Doppelpunkt «j, der zweideutigen Reihe gegeben ; man soll die Reihen 
ver voUst'ä n digen , 

Nimmt man das Punktepaar ce, zu Scheiteln der einzweideutigen 
Hülfsbüachel in reducirter Lage, so erhält man für den ßeductions- 
kegelschnitt folgende Punkte: den Schnitt von ca^ mit c, «, von c!>, 
mit C| 6, von c«,j mit c,» und den Scheitel c des zweideutigen Bü- 
schels. Ueherdiess moss jedoch der Reductionskegolschnitt die Gerade 
c, D in ihrem Schnitt mit cVj^ tangiren. Man hat also von diesem 
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Kegelachüitte vier Punkte und die Tangente in einem, wodurch er 
volUiOmmeii bestimmt ist. Nun kann man unmittelbar die Vervoll- 
ständigung nach einer der vorgetragenen Methoden durelrführen. Das- 
selbe für Strahlenbüschel. 

2) Von zwei einzweideutigen Strahlenbüsclieln t' t' P'ig. 16 (Taf. Ill) 
ist ein Strahlenpaar A Aj , das Verzweigungastrablenpaar V W und 
das Doppelstrahlenpaar Vi^ W^^ gegeben; man soll die Büschel ver- 
vollständigen. 

Nimmt man das Strahlenpaar AAj au Trägem der reducirten 
Hülfsreiheii avw, ß, v^^iVi^, so erhält man für den Reductionskegel- 
schuitt R drei Tanganten. Nämlich die Verbindungslinie von v mit 
Vij, die Verbindungslinie von w mit w^o ^'^^ den Träger A der zwei- 
deutigen Eeihe; überdiess wird aber die Tangente w^^ in v und tvw,^ 
in w von dem Reductionskegelachnitt berührt werden müssen. Man 
hat sonach drei Tangenten und zwei Berührungspunkte, wodurch der 
ßeductionskegelsehnitt IR vollkommen bestimmt ist. 

Die weitere Vervollständigung kann keine Schwierigkeiten berei- 
ten und soll desshalb Übergangen werden. 

Es versteht sich von selbst, dass die aufgezählten Spezialfälle 
nicht alles erschöpfen. Nach den vorgetragenen Prinzipien wird es 
jedoch nicht schwer sein, in jedem einzelnen Falle soviel Elemente 
des Ueductionskegelschnittes zu finden, als zu seiner Bestimmung er- 
forderlich sind, und die Vervollständigung vorzunehmen. 

Die Toi^etragenenen Metboden der Vervollsländigung einzweideu- 
tiger Gebilde reichen nicht mehr für den Fall aus, als beide Gebilde 
denselben Tr^er besitzen. Um auch solche Gebilde vervollständigen 
und studiren zu könneji, übergehen wir jetzt zu einer eingehenden Be- 
trachtung der 

„Einzweideutigen Punkt- und Tangentensystenie an Kegel- 
schnitten." 
25. Sowie man projectivische, d. b, ein -eindeutige Eleraenteu- 
syateme an Kegelschnitten betrachtet, so kann man auch einaweideu- 
tige Punkt- und Tangentensysteme an Kegelschnitten untersuchen und 
Y ervollständigen . 

„Unter zwei einzweideutigen Elementensyafcemen S' 
und S" auf einem Kegelschnitte K verstehen wir zwei 
solche Blementensysteme, bei welchen jedem Elemente x 
des eindeutigen Systems S' zwei Elemente ^, a:^ des zwei- 
deutigen Systems S" entsprechen, aber umgekehrt jedem 
Elemente x^ des zweideutigen Systems S" nur ein einziges 
Element x des eindeutigen Systems jS* entspricht." 

Der Kegelschnitt K ist dann der Träger der beiden Systeme; 
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die Elemente eines Systemes sind entweder Punkte oder Tangenten, 
d. h. ein System ist entweder ein Punkt- oder ein Tangentensystem. 

Aus der obigen Definition zweier einzweideutigen Systeme folgt 
unmittelbar: „dasa die Elementenpaare des zweideutigen Sy- 
stems, welche den einzelnen Elementen des eindeutigen 
Systems entsprechen, eine quadratische Elementeninvolu- 
tion auf dem Träger K bilden." 

Zu solchen einzweideutigen Punkt- und Tangentensystemen ge- 
langt man am einfachsten auf folgendem Wege. Man denke sich er- 
stens zwei Büschel t' und t" in einzweideutiger Beziehung. Den Strah- 
len A, B, C, D . . . des eindeutigen Büschels f entsprechen die Strah- 
lenpaare Ai A,^, jB, B^, C, Cj, -D^-Dj . . . des zweideutigen Büschels t". 
Nun lege man durch die beiden Scheitel i', H' der Büschel einen will- 
kührhchen Kegelschnitt K. Derselbe wird von dem eindeutigen Bü- 
schel A, B,C, B . . . \a einem Punktsysteme a, b, c,(l . . . und von 
dem zweideutigen Büschel J., A^, B^ B^, G^^C^, D, D^ . . ■ iu einem 
ans Punktepaaren bestehenden Punktsysteme ßj a^, h^ J>^, c^ c^, t?i d^ . . . 
geschnitten. 

Die beiden auf solche Art und Weise auf dem Kegelschnitte K 
entstandenen Punktsysteme sind zwei ,, einzweideutige Punlitsysteme." 
Jeden Punkt des Kegelschnittes K (des Trägers) kann man ebenso- 
wohl au dem eindeutigen Systeme, als auch zu dem zweideutigen 
Systeme rechnen; im ersten Fall entspricht ihm ein Punktepaar, im 
zweiten Falle ein einzelner Punkt. 

Denkt man sich einen bestimmten Punkt des Kegelschnittes K 
und rechnet man ihn zum eindeutigen System, so mag er mit x be- 
zeichnet werden. Um das ihm entsprechende Punktepaar im zweideu- 
tigen System zu finden, verbinde man ihn mit dem Scheitel ^"des ein- 
deutigen Büschels durch den Htrahl X und suche das zu X entspre- 
chende Strahlenpaar Xj X, des zweideutigen Büschels f. Dasselbe 
schneidet dann den Kegelschnitt K in dem gesuchten entsprechenden 
Punktepaar je, x^. 

Würde man denselben Punkt x zum zweideutigen System rechnen, 
. so müsste man ihn mit einem Index — etwa mit j/, bezeichnen. — 
Verbände man dann y^ mit f dui"ch den Strahl F, , so wird diesem 
Strahle des zweideutigen Büschels ein Strahl Y des eindeutigen ent- 
sprechen, welcher den Träger K in dem Punkte y, welcher dem y, 
entspricht, schneiden wird. 

Ebenso leicht kann mau sich zwei ein zweideutige 'l'angenten- 
systeme auf einem Kegelschnitte herstellen. 

Sind nämlich T und I" die Träger zweier ein zweideutigen Punkt- 
reihen, so mögen den Punkten a, h. c, cl . . . der eindeutigen Reihe 
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T die Punktepaare a^ %, &, h.^, c, c.„ d^ d; . . . der zweideutigen Keilie 
T' entsprechen. 

Legt man nun einen Kegelsclmitt K so, dass er die beiden Trä- 
ger T und T" berührt und zieht man von den Punkten der eindeuti- 
gen Eeihe an ihn die Tangenten Ä, B, C, D . . . und von den Punkte- 
paaren der zweideutigen Reihe die Tangentenpaare Ä^ A^, B^ B^, C, C^, 
Di J>2 . . . so erhält man auf dem Kegelschnitte K zwei einzweideutige 
Tangentensysteme; und zwar ist A, B, C, D . . . das eindeutige und 
-4, jij, Jß, B2, C| C^, Dl D-i . . ■ das zweideutige Tangentensystem. 

Jede Tangente des Trägers K kann ebensowohl zu dem eindeu- 
tigen, aU auch zu dem zweideutigen Tangentensystera gerechnet wer- 
den. Im ersten Falle kann sie mit X bezeichnet werden und es wird 
ihr im zweideutigen Systeme ein Tangentenpaar entsprechen. Um 
dasselbe zu finden, suche man zunächst das dem Schnittpunkt x von 
X und T auf T' entsprechende Punktepaar Xy, % von welchem aus 
an K das gesuchte Tangentenpaar X,, X^ gezogen werden kann. 

Rechnet man dieselbe Tangente zum zweideutigen Systeme, so 
dürfte sie etwa mit F, bezeichnet werden. Dieselbe schneidet den 
Träger T' der zweideutigen Reihe in einem Punkte j/,, welchem auf 
der eindeutigen lleihe T der einzige Punkt y entspricht. Von y geht 
nun an K eine Tangente Y , welche die der F, entsprechende Tan- 
gente des eindeutigen Systems ist. 

Dieselbe Art, wie wir einzweideufcige Elementensyateme auf Kegel- 
schnitten entstehen Hessen, kann zu einer Methode ihrer Vervollstän- 
digung führen. 

Hätten wir z. B, zwei einzweideutige j ™ , [ Systeme , so 

nehmen wir auf dem Kegelschnitte K, welcher der Träger der beiden 

Systeme ist, zwei sonst beliebige j rj,^"gg^^jj j { jC^ y-, | «u Trägern 

zweier auf ihnen durch die Elemente der beiden Systeme bestimmten 

j Strahlenbüschel ) , , , ,1 . ■ ■ ■ ^ ,■ 1. ■ i 

{„,,., } an, welche dann selbst in enizweideutiger BezieirnnK' 

' Punktreihen I ' e. 

stehen. 

VervoUatändigt man nun diese beiden Hülfa ! . ., , so wer- 

den dadurch auch die beiden einzweideutigen Elemententensysteme 
vervollständigt. 

„Daraus geht jedoch unmittelbar der wichtige Satz 
hervor, dass zwei einzweideutige Elementensysteme auf 
einem Kegelschnitt ebenfalls durch fünf Paar entspre- 
chender Elemente bestimmt sind." 

26. Wir wollen nun zur constructiven Vervollständigung solch 
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zweier Blementensysteme schreiten und zwar zuerst zwei einzweideutige 
Punktsysteme auf einem Kegelscbnitt betrachten. 

Sei zu dem Behufe E Fig. 17 (Taf. HI) der Träger der beiden 
Punktsysteme; ao werden dieselben nach Früherem durch fünf Paar 
entsprechender Punkte bestimmt sein. Die fünf Punkte des eindeuti- 
gen Systems seien a, b, e, d, e und die ihnen entsprechenden Punkte 
des zweideutigen Systems seien «,, &„ c^, ä^, e^. 

Um nun diese zwei Punktsysteme vervollständigen zu können, 
bringen wir sie mit zwei Strahlenbiischeln, deren Scheitel auf K lie- 
gen, in Beziehung. Wir nehmen nämlich auf K zwei sonst willkühr- 
liche Punkte f und f an und construiren über a, b, c, d, e aus f das 
Strahlenbüschel Ä, B, C, D, E und über »,, &,, C£, t?,, e^ aus t" das 
öfcrahlenbüschel Ä^, B^, C,, Z»„ -E, '). 

Diese üwei Strahlenbüschel t' und f, welche mit den beiden Punkt- 
systemen bezüglich K perspectivisch liegen, sind nun vermöge dieser 
ihrer Lage selbst in einzweideutiger Beziehung und können daher nach 
den vorgetragenen Methoden leicht vervollständigt werden. Ist dann 
X ein Strahl des eindeutigen Büschels, welchem im zweideutigen Bü- 
schel das Strahlenpaar X^, X^ entspricht, so schneiden die drei Strahlen 
X, X|, Xj den Träger K in drei Punkten x, Wj, x^ so, dass dem Punkte 
X des eindeutigen Systems das Punktepaar x^, x^ des zweideutigen Sy- 
stems entspricht. Wie man auf diese Art zu einem Punkte des ein- 
deutigen Systems das entsprechende Punktepaar des zweideutigen und 
umgekehrt construiren könne, ist unmittelbar klar. Da die Scheitel 
t', t" der beiden Hülfsbüschel willkührlich sind, so können wir sie 
gleich so annehmen, dass diese zwei Hülfsbüschel in reducirter Lage 
sich befinden. 

Diess geschieht dann, wenn wir ein entsprechendes Punktepaar 
als Scheitel annehmen, so zwar, dass der Pimkt des eindeutigen Sy- 
stems zum Scheitel des zweideutigen Büschels und der ihm entspre- 
chende Punkt des zweideutigen Systems zum Scheitel des eindeutigen 
Büschels wird. 

Wir wollen also den Punkt e^ etwa zum Scheitel des eindeutigen 
Büschels nehmen, wesshalb dieser Punkt auch den Buchstaben t' trägt; 
der ihm entsprechende Punkt e ist dann der mit Ü' bezeichnete Scheitel 
des zweideutigen Büschels. 

Die von e, nach a, h, c, d, e gezogenen fünf Strahlen sind mit Ä, 
B, C, B, E bezeichnet und gehören dem eindeutigen Büschel an ; ihnen 
entsprechen im zweideutigen Büschel die Strahlen A^, Bj, C^, D,, E^, 
welches die Verbindungslinien des Punktes ß mit den Punkten «j, 6„ 
Cj, ä^, e, sind. — Da erkennt man jedoch sofort, dass diese Hülfs- 

'] Difiäcii Theil der Tigui' mügo sich der Lcsor selbst hinzufügen. 
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büschel sich in reducitter Lage befinden, weil im gemeinscliaftlichen 
Strahle ee, der Strahl jG, mit seinem entsprechenden E vereinigt ist. 
Der Durchschnitt beider Bttachel wird somit ein Kegelschnitt E sein, 
welchen wir abermals „den Rednctionskegelschnitt der beiden un- 
zweideutigen Punktsysteme bezüglich des Punkteptwtres ccj" nennen 
wollen. 

Dieser Kegelschnitt wird uns bei der Vervollständigung- der bei- 
den Punktsysteme wesentliche Dienste leisten. 

Wir besitzen von demselben fünf Punkte, nämlich den Scheitel 
e des zweideutigen Büschels und die Schnittpunkte der vier Strahlen- 
paare A4), -B^i, C(7i, I>i3|; dadurch ist der Kegelschnitt .R unzwei- 
deutig bestimmt. 

Die Vervollständigung der beiden einzweideutigen Punkisysteme 
geschieht nun mittelst des Kegelschnittes R in folgender Weise: 

1) Zu einem Punkte x^ des zweideutigen Systems den entsprechen- 
den Punkt ic des eindeutigen Systems zu bestimmen. 

Zieht man von e als dem Seheitel des zweideutigen Hülfsbüschels 
nach 3ij den Strahl Xj, so schneidet dieser den Kegelschnitt R noch 
in einem Punkte 1,, welcher leicht lineal construirt werden kann. 

Wird nun dieser Schnittpunkt 1^ mit dem Scheitel e, des eindeu- 
tigen Büschels durch den (dem X^ entsprechenden) Strahl X verbunden, 
so trifft dieser den Träger K in dem gesuchten Punkte x. 

2) Zu einem Punkte x des eindeutigen Systems das entsprechende 
Punktepaar x,, x^ des zweideutigen Systems zu bestimmen. 

Verbindet man den Punkt x mit dem Scheitel e[ des eindeutigen 
Hülfsbüschels durch den Strahl X, so trifft dieser den ßeductionskegel- 
schnitt R in zwei (reellen oder imaginären) Punkten §, , Ij, welche 
mit e verbunden, dfia Strahlenpaar X, X^ liefern. Dieses Strahlenpaar 
trifft nun den Träger K in dem gesuchten Punktepaare XyjX.^. Wie 
man sofort erkennt ist diese zweite Aufgabe quadratischer Natur und 
wird jedenfalls die Hülfe des Lineals und des Zirkels erfordern. 

An die Construction 2 l'ässt sich nun folgende wichtige Betrachtung 
anknüpfen. 

Durch die einzelnen Strahlen X des eindeutigen Büschels e, wer- 
den auf dem Reductionskegelscbnitte Punktepaare g,, g^ einer quadra- 
tischen Involution bestimmt, während auf dem Träger K durch das- 
selbe Büschel das eindeutige Punktsystem x bestimmt wird. Die auf 
R entstehende Punltünvolution wird nun aus e — welcher Punkt auch 
dem K angehört — durch eine Strahleninvolution X, X2 (die Strahlen- 
paare des zweideutigen Hülfsbüschels) auf den Kegelschnitt K proji- 
cirt, wodurch auf K selbstverständlich ebenfalls eine Punktinvolution 
Xi x^ entsteht. Diese Involution wird von den Punktepaaren des zwei- 
deutigen Systems gebildet. Diese Puaktinvolution, reap. das zweideutige 
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Punktsystem besitzt nun zwei reelle oder imaginäre Doppelpunkte v^.^ 
uüdwjjj, welche wir die „Doppelpunkte des zweideutigen Punkt- 
systems" nennen und welche zwei gewissen Punkten v und w — 
„den VerKwoigungspuukten des eindeutigen Systems" ent 
sprechen. 

Dieselben ergeben sieh unmittelbbar. Von dem Scheitel r, stehen 
nämlich an den Reductionskegelsehnitt Ti die beiden reellen oder ima 
ginären Verzweigungsatrahlen V und W des eindeutigen HUlfsbüechcls, 
welche den Träger K in den beiden Verzweigungspunkten v tind w des 
eindeutigen Punktsystems sehneiden. Die beiden Verzweigungsstiahlen 
V und W berühren den Reductionskegelscbnitt It in den Doppel- 
punkten Vj5 und 0)2 der auf M entstehenden Punktinvolution. Zieht 
man nun von e aus nach v,, und ro,2 die beiden Strahlen Fjj und 
Wii, so sind diess die beiden Doppelstrahlen des zweideutigen Hülfs- 
büschels, welche den Träger K in den Doppelpunkten fj,^, w,^ des 
zweideutigen Punktsystems schneiden. 

Wenn jeder durch c, gehende Strahl X den Reductionskegel- 
sclmitt R in zwei reellen Pimkten schneidet, ao entspricht jedem Punkte 
X des eindeutigen Systems ein reelles Punlitepaar x,, x^ des zweideu- 
tigen Punldsystems. In diesem Falle sagen wir von dem zweideutigen 
Punktsystem, es sei reell. Man erkennt auch augenblicklieh, dass in 
diesem Falle von e^ aus an R zwei imaginäre Tangenten gehen, wess- 
halb sowohl Verzweigungspunlite , als auch Doppelpunkte imaginär 
sind. Gehen jedoch von e, aus an It zwei reelle Tangenten, d. h. 
sind die Verzweigungs- und die Doppelpunkte reell, so werden nicht 
alle durch Ci gehenden Strahlen von B in zwei reellen Puulcten ge- 
schnitten. In diesem Falle esistirt im eindeutigen System eine Partie 
von Punkten, welchen im zweideutigen Systeme imaginäre Punkte- 
paare entsprechen. Wir sagen dann, das zweideutige Gebilde sei com- 
plex. Der Träger K wird durch die beiden Verzweigungspunkte v 
und n m zwei Theile getrennt su zwar dass jedem Punkte des einen 
Theiiea e n reelles und jedtm Punkte des anderen ein imaginäres 
Punktepaar entspricht 

ihr den Fall schhesshi-h wo beide A erzweigungspunkte, also auch 
die beiden Dopj elp mkte zusammenfallen lässt sich leicht einsehen, 
dasa die beiden Punktaj sieme lufhoren einzweideutig zu sein, dass sie 
projectivjsch weidm Es geht li nimlicl der Keductjonskegelsehnitt 
gleichzeitig luich unl e^ hmdncl 

21 Wii wollen m diesem Aitikel eine wichtige Frage, nämlich 
jene n'ii.h den Doppelpui kten heider Systeme" beantworten. 
Man kann fiagen. Wie vielmal und wo fallt ein Punkt des eindeutigen 
Systems mit einem seiner beiden entsprechenden oder — was dasselbe 
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ist — wie vielmal fällt ein Punkt des zweideutigen Systems mit dem 
ihm entsprecbeuden Punkte zusammen? 

Dies wird offenbar in den drei Schnittpunkten, welche der Träger 
K mit dem Reductionskegelschnitte ausser e liefert, eintreten. 

Wir wollen diese drei Schnittpunkte als „die drei Doppel- 
punkte lieider Systeme" mit den Buchstaben <?', (P-, # bezeichnen. 
In der That geht der Strahl D des eindeutigen Hülfsbüschels e^ durch 
den einen Schnittpunkt c?' — welchen wir, ihn zum eindeutigen Sy- 
steme rechnend, mit d' bezeichnen — so schneidet er den Eeductions- 
kegelschuitt li in dem Punktepaar i5, , 8^, so dass 5, wieder mit (2' 
zusammenfällt. Das aus e nach d,, d^ gehende Strahlenpaar des zwei- 
deutigen Htilfsbüsehels ist D^, D^ und zwar geht jf>, durch S^ oder äK 
Demnach fällt der Punkt dy'' (d. i. der Schnitt von Dj mit K) mit d' 
zusammen und es ist dieser Schnittpunkt wirklich ein Doppelpunkt. 
Der zweite dem Doppelpunkt entsprechende Punkt ist nun der Schnitt- 
punkt (?,' von I>2 mit K. Dasselbe gilt von den beiden Übrigen 
Schnittpunkten d*, d^ von K und E. 

Es wäre wohl noch etwas betreffs der Bezeichnung der eben be- 
trachteten Punkte zu bemerken. 

Wenn wir den Schnittpunkt t?' zum eindeutigen Systeme rechnen, 
so entspricht ihm einmal der mit ihm zusammenfallende Punlrt, d. h. 
er entspricht sich einmal selbst. Er hätte deshalb auch t?,' zu heisaen. 
Um jedoch einen doppelten Buchstaben zu vermeiden, wählten wir 
eben den Buchstaben d, um den Charakter des Doppelpunktes anzu- 
deuten. Wir bezeichnen also den Doppelpunkt rf' statt mit (il, ä,^) 
kurz mit d^ , während wir den zweiten dem (7' entsprechenden voll- 
ständig mit (Jj' bezeichnen wollen. Ebenso schreiben wir d', d^ resp. 
statt (d^ d,'), {^ d^^). 

„Zwei einzweideutige Punktsysteme auf einem Ke- 
gelschnitte besitzen demnach drei Doppelpunkte, nämlich 
die Schnittpunkte des Trägers mit dem Reductionskegel- 
schnitte der beiden Punktsysteme bezüglich irgend eines 
Punktepaares." 

Da, sobald die beiden Punktsysteme gegeben sind, es auch die 
drei Doppelpunkte sind, so folgern wir, dass alle Reductionskegel- 
schnitte der beiden Punktsysteme, wie sie den sämmtlichen Punkte- 
paaren entsprechen, durch die nämlichen drei Punkte von K, nUmhch 
durch die drei Doppelpunkte d',d^, d^ hindurchgehen müssen. Die 
Reduktionskegelsehnitte zweier ein zweideutigen Punktesysteme auf 
einem Kegelschnitte K bilden somit ein Kegelschnittuota , dessen 
Scheitel die drei Doppelpunkte sind. 

Um die drei Doppelpunkte zweier eiuzweideutigeu Punktsysteme 
auf einem Kegelschnitte K zu finden, reicht die Hülfe des Cirkels mid 
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liineals alloiu niclit mein- aus. Man muss nänilicli die drei Sehuitt- 
puiikte des Trägers K mit dem Reductionskegelschnitte M finden, 
wolclie, ausser dem bekannten vierten Schnittpunkte c beider Kegel- 
schnitte existiren. Die Aufgabe ist bereits cubischer Natur, und wie 
wir später zu zeigen gedenken, die Gfrundaufgabe aller Aufgaben drit- 
ten Grades. 

Um die drei Schnittpunkte rf', cf^, (P zu bestimmen, bleibt uiehts 
Anderes übrig, als die Contouren der Curven K und li zu zeichnen und 
ibre Durchs cbnittspunkte (?', iP, d^ zu markiren. 

So wichtig es für die constructive Geometrie ist, Aufgaben des 
dritten Grades mit derselben Präcision aufzulösen, wie jene des ersten 
oder zweiten Grades — so wichtig ist die Erfindung oder Einführung 
eines Instrumentes zur Beschreibung beliebiger Kegelschnitte — eines 
Kegelsehnittscirkels. Die Wichtigkeit dieses Instruments wird dadurcli 
noch bedeutend erhöht, weÜ sich zeigen lässt (wir werden später da- 
von zu sprechen Gelegenheit haben), dass auch Aufgaben des vierten 
Grades im Allgemeinen ihre constructive Lösung durch dieses Instru- 
ment finden. Freihch sind Instrumente von solcher Art schon lange 
bekannt, und es bliebe nur zu untersuchen, ob und welche Verände- 
rungen an ihnen nöthig waren, um sie zur constructiven Lösung der 
Aufgaben dritten und vierten Grades gebrauchen zu können. — Die 
Methode der Lösung solcher Aufgaben soviel als möglich systematiach 
zu entwickeln, wollen wir mit unseren sehwachen Kräften in diesem 
und den folgenden, dem Gegenstande gewidmeten Aufsätzen ver- 
suchen. 

28. Bei der Vervollständigung zweier ein zweideutigen Punkt- 
systeme auf dem Kegelschnitt« K als Träger Fig. 17 (Taf. III) kam 
es nur darauf an , die zwei einzweideutigen , überdiess in reducirter 
Lage befindlichen Hülfsbüschel an den Punkten e und e, zu vervoll- 
ständigen, da entsprechende Strahlen dieser beiden Büschel den Träger 
K in entsprechenden Pimbten der beiden Systeme schneiden. 

Man kaim desshalb auf diese zwei Hülfsbüschel die in Art. 19 
vorgetragene Methode mit dem Constmctionskreise anwenden, und so 
den Kegelschnitt B und die jedesmalige Lösung einer besonderen Auf- 
gabe des zweiten Grades umgehen. Man wird nämlich bei Verwendung 
dieser Methode nicht nÖthig haben, die Schnittpunkte li, 1^ des Strah- 
les X mit dem Reductionskegelschnitt zu suchen, um zum entsprechen- 
den Strahlenpaar X„ X^ zu gelangen. (Vergleiche in dieser Sache 
den Art. 19). Im Falle, dass der Contour des Trägers K gezeichnet 
vorliegt (was wir immer voraussetzen können, da der Kegelschnitt K 
in den Fällen, wo wir diese Methode verwenden werden, ein Kreis 
sein wird) , lässt sich noch eine schnellere und mehr direete Methode 
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der Vervollständigung der beiden einzweideutigeü Punktsysteme an- 
geben. Wir wollen dieselbe in diesem Artikel weiter entwickeln. 

Wie schon frtther mehrmals erwähnt wnrde, und wie auch aus 
dem Oonstructionsgange deutlieh hervorgeht, bilden die Punktepaare 
des zweideutigen Systems, wie sie den einzelnen Punkten des eindeu- 
tigen Systems entsprechen, eine Punktinvolution zweiten Grades auf 
dem Träger K. Folglich gehen die geraden Verbindungslinien dieser 
Pnnktepaare durch einen festen Punkt — das Centram dieser Involu- 
tion. Seien a,i,c,d... Punkte des eindeutigen Systems und «j a^, 
öi 62, Ci Ci, dl d^, ... die ihnen der Reihe nach entsprechenden Punlrf«- 
paare des zweideutigen Systems; dann gehen also die Geraden ä^äi, 
h) 62' ^T^ d, d^ . . ., welche wir der Reihe nach mit a,ß,y, d . . . 
bezeichnen wollen, durch einen und denselben festen Punlrt; p, ein 
Strahlenbüschel bildend. Es folgt aber unmittelbar, dass jetzt das ein- 
deutige Punktsystem a, h, c, d . . . mit diesem Strahlenbüschel a, ß, y, 
8 . . . projectivisch ist. Denn jedem Punkte des ersteren entspricht 
ein einziger Strahl des letzteren und umgekehrt. Dem a entspricht «, 
dem &-(3, dem c-y u. s. w. Man kann desehalb in einfachster Weise 
diese beiden projecti vischen Gebilde vervollständigen, etwa dadurch, 
dass man über dem Punktsystem a, h, c, d . . . aus einem Punkte f , 
welcher beliebig auf K genommen wird, ein Strahlenbüschel a, ß', y', 
S' . . . construirt, welches dann mit dem Büschel an p ebenfalls pro- 
jectivisch ist. 

Soll nun zu einem Punkte x des eindeutigen Systems das ent- 
sprechende Puiiktepaar x^, x^ des zweideutigen Systems construirt wer- 
den, so ziehe man von a; nach f den Strahl |', conatruire an ihm den 
projectivisch entsprechenden Strahl ^ im Büschel p. Dieser letztere 
trifft dann den Träger K in dem gesuchten Punktepaare x^, cc^. 

Aus dem ganzen Vorgange geht hervor, dass die Berührungs- 
punkte 11,5 und eo,^ der von p tm K gezogenen Tangenten v und 
die beiden „Doppelpunkte des zweideutigen Systems" sind, welchen 
dann die leicht bestimmbaren Verzweigungspunkte v und tu im ein- 
deutigen System entsprechen. 

Auch die „drei Doppelpunkte beider Systeme" nämlich die drei 
Punkte d'^, d^, d^ kann man leicht finden. ') 

Die beiden projectivischen Büschel p (aßy . . .) und f («' ß' y' . . .) 
durchschneiden sich in einem Kegelschnitte i, welcher durch die bei- 
den Scheitel p und f hindurchgeht. Derselbe irifit desshalb den Träger 



') Wir machen hier wiederholt auf den UnterBthiadzwisoheu den „Doppelpuakten 
des zweideutigen Systems" und den „Doppelpunkten beider Systeme" auftnerk- 
eam; siehe Art. 27. 
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K noch in drei weiteiea Funkt™, weLlie nfiml u Jit dm D pptl 
punkte (Z', (?', cP sem werden 

Daiaub eigibt sieh nebenbei, daas, wenn man den beliebig gewahl 
ten Scheitel f des Bu'schels k ß f nach und nach alle Lagen 

auf dem Ti^gei K innehmen lasst, dei tntspieuhende Kegelbchnitt 
i em Buscliel beschreibt, deasen bcheitel die Punkte p, (?', d", d^ sind 
irage Wo musste man den Scheitel t annehmen, damit die 
beiden Busihel Kßy und k ß y peispectivisch ■weiden^'' 

Wir wollen die vorgetragene Methode nun wirklich zur "Vervoll- 
ständigung zweier einzweideutigen Punktsysteme auf einem Kegel- 
schnitte verwenden. 

Sei zu dem Ende K Fig. 18 {Taf. III) der Träger der beiden ein- 
zweideutigen Punktsysteme und oa,, öö,, cCj, däi, ee, die fünf gegebenen 
Paare entsprechender Punkte. Es wird nun darauf ankommen, das 
Centrnm p der Involution auf K zu bestimmen. Zu dem Behufe 
werden wir zwei Punktepaare des zweideutigen Systems: etwa te, «j 
und J>^ Öj vervollständigen, d. h, die beiden Puidite «^ und h^ c<*ii" 
struiren. 

Nimmt man wieder für den Äugenblick e zum Scheitel des über 
(tj, 61, c,, äf, e, construirten zweideutigen Büschels ^|, B^, C,, .D,, -Ej 
und ebenso e, zum Scheitel des über a, b, c, d, e construirten eindeu- 
tigen Büschels Ä, B, 0, D, E (welche Büschel in reducirter Lage sind), 
so erhält man für den ßeductionskegelschnitt B, fünf Punkte, näm- 
lich: den Scheitel e des zweideutigen Büschels, und die Schnittpunkte 
J, 5, 2, 4 der vier Strahlenpaare ÄA^, BBj, CGi, I>I>i] den Scheitel e 
des zweideutigen Büschels wollen wir mit der Ziffer 3 bezeichnen. Um 
den Punkt a^ zu finden, haben wir zunächst den zweiten Schnittpunkt 
des Strahles A mit dem Reductionskegelschnitte JR ^u bestimmen. 
Bezeichnet man diesen mit der Ziffer 6 und wendet m-in auf das 
Sechseck 12345 6 den Satz von Pascal an, so erg ibt si eh fol gende 
Construction dieses Schnittpunktes, Man ziehe die Linie( J2) (45) (34) (61) 
[wobei (61) der Stiihl Ä ' t] und veib'ude 'hren Schnittpunkt auf 
(23) mit dem Punl te o De letztgezogene Verbindungslinie schneidet 
den Strahl A in den p,esu bten zw ten Sehn ttpunkte, welcher mit e 
verbunden den Süahl i 1 efe t I ser St al 1 A^ trifft nun den Trä- 
ger K in dem Punkte Eber o findet nan b indem man zunächst 
den zweiten Schnittj kt von J u\ E u Jt Da bezeichnen wir 
diesen Schnittpunkt m t un 1 we le auf das neue Sechseck aber- 
mals den Pascal'sLhen Satz an v 1 1 h ^ folgende Construction er- 
halten: Zie he die Verb lung sl e on (12) (4o) und (23) (56), d. h. 
die Linie (12) (45) ( ( ) u 1 schneide s e mit der Geraden (34); 
den Schnittpunkt ve b nde mtl sovrld irch diese Verbindungs- 
linie der Strahl S de n ge^u hten iwe ten Schnittpunkte mit B 
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geaclmitteü. Wivtl nun dieser Sehaittpuiikt mit e verbundeij. , su gibt 

diess den Strahl B.^, welcher K in J).^ trifft, 

Nun ziehe man die zwei Linien %«; (= ß) und 6, ö^ (= ß), wel- 
che sich imPnnktej) sehneiden. Durch diesen Punkt müssen nun die 
Verbindungslinien sämmtlicher Punktepaare des zweideutigen Systems 
hindurchgehen. 

Man kann jetzt leicht auch die Punkte c^, d^ und e^ construiren. 
Zieht man nämlich von p aus nach Ci, t?^, e, resp. die Strahlen y, d, e, 
so treffen diese den Träger K zum zweitenmale in den Punkten Cj, f^j 
und e^. 

Das Strahlenbüechel a, ß^y, . . . ist nun projeetivisch mit dem 
eindeutigen Punktsysteme a, b, c, . . . folglich auch mit dem aus einem 
beliebigen Punkte f von K über a,h, c . . . construirten Strahlenbiischel 
cc', ß', y' ... Zieht man die Linien (« ß') (a' ß), (a y') («' j')"und (ß 7') {ß' y), 
so erhält man. in ihrem gemeinschaftlichen Schnittpunkte ^ das Di- 
rectionseentrum der beiden projectivischen Büschel jj und ('. Nun 
hat man folgende zwei Gfrundaufgaben zu lösen; 

1) Zu einem Punkte x^ des zweideutigen Systems den entsprechen- 
den Punkt X des eindeutigen Systems zu construiren. 

Man ziehe von p nach Xy den Strahl | und suche zu ihm den im 
Büschel (' projeetivisch entsprechenden Strahl %'. Man findet diesen 
Strahl, wenn man den Schnitt von | mit z. B. k' mit z/ verbindet bis 
a geschnitten wird und nach dem letzten Schnittpunkte von t' aus 
den Strahl ^' zieht. Der Strahl |' trifft den Kegelschnitt K in dem 
gesuchten Punkte x. 

2) Zu einem Punkte x des eindeutigen Systems das entsprechende 
Punktepaar x^, Xj des zweideutigen Syatemes zu finden. 

Man ziehe nach x den Strahl |' des HiÜfsbUschels f , und con- 
atruire nach der bekannten in 1) verwendeten Weise den projeetivisch 
entsprechenden Strahl §, welcher den Träger K in dem gesuchten 
Punktepaare x^, X2 schneidet. 

Wenn man von dem Punkte p aus an den Träger K die beiden 
Tangenten v und w zieht, so berühren diese den Träger in den bei- 
den Doppelpunkten «^ und W|2 des zweideutigen Systems, Die den 
zwei Strahlen v und ra im Büschel t entsprechenden Strahlen v und 
m treffen dann den Träger K in den zvrei Verzweigungspunkten «, to 
des eindeutigen Punktsystems. 

Was schliesslich die drei Doppelpunkte d^, ä"^, ä^ der beiden Sy- 
steme anbelangt, so findet man sie als die drei übrigen Schnittpunkte 
des Trägers jE'mit dem durch die zwei projeetiviscben Buchet j)(a^j'...), 
C («' ß' y' . . .) erzeugten Kegelschnitte S. 

29. Ganz analog der Vervollständigung zweier einzweideutigen 
Punkisysteme auf einem Kegelschnitte ist die Vervollständigung zweier 
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eirizweideutigeii Tangenten Systeme. Es ist diess nichts weiter, als tier 
reeiproke Vorgang. Wir wollen uns daher bei der Entwickelung dieses 
Gegenstandes nicht länger aufhalten, und uns bloss mit der Oon- 
struction selbst begnügen, 

Ist Fig. 19 {Taf. III) K der Träger der beiden Tangentensysteme, 
A, JB, C, 1), E fünf Tangenten des eindeutigen Tangentensystems, und 
A^, J6,, Oj, Z)|, iSj die ihnen der Reihe nach entsprechenden Tangenten 
des zweideutigen Systems, so nehme man E und JS, zu Trägem zweier 
Hülfsreihen, indem man das eindeutige System durch E, in der Punkt- 
reihe a, &, c, d, e und das zweideutige System durch die Tangente E 
in der Punktreihe «j, Jj, c,, d,, ßj schneidet. Die beiden Punktreihen 
sind in reducirter Lage, weil das Punbtepaar ee^ in dem Schnitte der 
beiden Träger E und Ej zusammenfällt. Die Verbindungslinien ent- 
sprechender Punkte umhüllen somit einen Kegelschnitt — den Re- 
ductionskegelschnitt R der beiden Hülfsreihen. Von diesem Keductious- 
kegelschnitt B haben wir fünf Tangenten, nämlich den Träger E der 
zweideutigen Reihe und die Verbindungslinien der vier Pmibtepaarc 
««j, b?»„ cCj, ddy 

Soll nun 1) zu einer Tangente X, des zweideutigen Systems die 
entsprechende Tangente X des eindeutigen Systems gefunden wer- 
den, so ziehe man von dem Schnittpunlrte x^ der Tangent« X, mit 
dem Träger E die zweite an den Reductionskegelschuitt U gehende 
Tangente |i, welche £i in x schneidet. Von« geht nun an den Trä- 
ger K die gesuchte Tangente X. Die ganze Construction ist linearer 
Natur. 

2) Um zu einer Tangente X des eindeutigen Systems das ent- 
sprechende Tangentenpaar Xj, Xj des zweideutigen Systems zu be- 
stimmen, ziehe man von dem Schnittpunkte x von X mit E^ an H 
das Tangentenpaar 1^, 1^, welches den Träger E in dem Punktepaare 
a;„ x^ schneidet. Von x^, x^ geht nun an den Träger K das gesuchte 
Tangentenpaar X, X^. Die Aufgabe ist quadratisch. 

Wie schon bekannt und wie auch aus der Constructionsart her- 
vorgeht, bilden die Tangentenpaare X|,Xj eine quadratische Tan- 
genteninvolution auf dem Träger K; dieselbe besitzt zwei reelle oder 
imaginäre Doppeltangenten, welches die „Doppeltangenten V^^, W^^ 
des zweideutigen Systems" sind und denen die Verzweigungstangenteu 
V, W im eindeutigen System entsprechen. 

Wir finden die beiden Doppeltaugenten in folgender Weise. 
Der Träger S, der eindeutigen Hülfsreihe trifft den Eeductions- 
kegelschnitt E in den beiden reellen oder imaginären Verzweigungs- 
punkten V und w der eindeutigen Hülfsreihe, von denen aus an den 
Träger K die beiden Verzweigungstangenten V und W des eindeu- 
tigen Systems gezogen werden können. Die Tangenten v^j, Wi, des 
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Re du cti Ollskegelschnitts B in dem Punktepaare v und w sind das 
Doppeltangentenpaar der auf li entstehenden Pangenteninvolution, 
welches den Träger E in dem Punktepaare v^^, w^ trifft. Von )j,j, 
tei2 gehen nun an K die beiden gesuchten Doppeltangenten F,,? ^i' 
des zweideutigen Systems, 

Sind die beiden Doppeltangeaten , also auch die Verzweigungs- 
tangenten imaginär, so entspricht jeder Tangente des eindeutigen 
Systemes ein reelles Tangentenpaar des zweideutigen Systems. Wir 
sagen dann, das zweideutige Tangentensystem sei reell. 

Sind dagegen die Doppel- und Verzweigungstangenten reell, so 
wird durch letztere der Träger K in zwei solche Theile zerlegt, dass 
jeder Tangente des einen ein reelles und jeder Tangente des anderen 
ein imaginäres Tangentenpaar im zweideutigen Systeme entspricht. 
Dann sagen wir, dass das zweideutige System complex sei. 

Fallen die beiden Doppeltangenten und demgeraäss auch die bei- 
den Verzweigungstangenten zusammen, so Überzeugt man sich leicht, 
dass die beiden Systeme nicht mehr einzweideutig, sondern eineindeutig, 
d. h. projectivisch sind. 

30. Sowie bei einzweideutigen Punktsystemen auf einem Kegel- 
schnitte, so fällt auch bei solchen Tangenten Systemen dreimal eine 
Tangente mit einer ihr entsprechenden zusammen. 

Das heisst, zwei einzweideutige Tangentensysteme auf einem Kegel- 
schnitte besitzen drei Doppeitangenten , welche wir „die Doppel- 
tangenten beider Systeme" nennen und mit D', D^, D^ bezeich- 
nen wollen. Warum wir dieselben in dieser Art bezeichnen und wie 
diess zu verstehen sei, wird aus Art. 27 klar sein. 

Der Träger K hat mit dem Reduetionsbegeischnitte R die Tan- 
gente E (als Träger der zweideutigen Hülfsreihe) gemein. Diese 
Curven K und li besitzen demnach noch weitere drei gemeinschaft- 
hche Tangenten, welche eben die drei Doppeitangenten I>^,Tß,I}-^ 
sind. Wir haben daher den Satz: 

,,Zwei einzweideutige Tangentensysteme anf einem 
Kegelschnitt besitzen drei Doppeitangenten, nämlich die 
drei weiteren dem Träger und demReductionskegelschnitt 
beider bezüglich irgend eines Tangentenpaares gemein- 
schaftlichen Tangenten." 

Daraus geht nebenbei hervor, dass die sämmtliehen den einzelnen 
Paaren entsprechender Tangenten entsprechenden Reductionskegel- 
schnitte sämmtlich drei feste Gerade — die drei Doppeitangenten bei- 
der Systeme berühren. ■ 

31. Die wirklich constructive Vervollständigung zweier einzwei- 
deutigen Tangentensysteme für den Fall, dass der Contour des Trägers 
gezeichnet vorliegt, kann wieder mit Verwendung der durch das zwei- 
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deutige System gegebenen quadratischen Tangenteninvolution in rascher 
Weise eseeutirt werden, 

Ist Fig. 20 (Taf. III) K der gezeichnet vorliegende Träger der 
beiden Tangenten Systeme (den wir immer ala Kreis joraussetzen kön- 
nen) und AA^> BB^, CC^, DD,, EE, fünf Paare entsprechender Tan- 
genten, so wird es, um die Involution des zweideutigen Systems zu 
bestimmen, nöthig sein, zu zwei Elementen des zweideutigen Systems, 
z. B. zu j1[ und B, die noch paarig zugeordneten Elemente A^, B^ zu 
bestimmen. 

Man nehme i', zum Träger der dureh das eindeutige System auf 
tliesei" Tangente bestimmten eindeutigen Punktreihe a, h, c, d, e und 
ebenso E zum Träger der durch das zweideutige System bestimmten 
zweideutigen und zwar mit ersterer reducirt liegenden Punktreihe 
ö,, 6,, C|, d,, e,. 

Von dem Redactionskegelschnitte der beiden Punktreiben besitzt 
man die fßnf Tangenten aa,, &&,, cc^, dd, und E, welche wir der Reihe 
nach mit den Ziffern 1, 5, 4, 2, 3 bezeichnen wollen. Von dem Punkte 
a geht nun an den Tteductionskegelsehnitt B ausser der Tangente aa, 
noch eine fernere Tangeute, welche JG im Punkte ffl^ schneidet und 
die wir mit 6 bezeichnen wollen. Wendet man auf das Sechsseit 
(12 345 6) den Satz von Brianchon an , so ergibt sieb folgende Con- 
struction für die sechste Tangente. Man bestimme den Schnitt von 
(12) (45) mit (34)761) wobei (61) der Punkt a ist. Diesen Schnitte 
punkt verbinde man nun mit (23) und den Schnitt der letzteren Linie 
mit 5 verbinde man mit a, um die gesuchte Tangente vor sich zu 
haben. Diese schneidet nun E im Punkte «j, von welchem aus an K 
die Tangente A^ gezogen werden muss. 

Ebenso findet man die zweite von h aus an B gehende Tangente, 
wenn man nämlich diese mit 6 bezeichnend auf das neue Sechsseit 
(12 34 5 6) ebenfalla den Brian cbon'scben Satz anwendet. Man ver- 
bindet da den Schnitt von (J 2)^45) und (237(56) [(56) ist der Punkt 6] 
mit (34) und den dadurch auf 1 erhaltenen Punkt mit 6, Diese sechste 
Tangente schneidet E in fej, von wo aus an den Träger K die Tan- 
gente B^ gezogen wird. 

Nachdem man nun auf diese Art zwei Tangenteupaare A^ A^, 
B^ B^ ^^^ zweideutigen Systems resp. der Tangenteninvolution besitzt, 
kann man die Involutionsase P leicht erhalten. Diese Äxe ist die 
Verbindimgslinie des Schnittes a von A, und A^ mit dem Schnitte ß 
von Bi und B^. 

Will man auch die Tangenten C^, 1)2, E^ besitzen, so bat man 
nur von den Punkten y, d, e, in denen P resp. von G, D, E geschnitten 
wird, an K die Tangenten zu ziehen. 

Die auf P entstandene Punktreibe a,ß,y,d... ist nun projectivisch 



y Google 



60 ErKeugiiisai! 

mit dem eindeiitif^en Tangentensystem o Ä,B, ö, D . . . Nimmt man 
eine willkührliche Tangeute T und K an und schneidet dieselbe durcli 
die Tangenten Ä,]i,ü,D... in den Punkten a', ß', y' , Ä' ... so erhält 
man eine Punktt;pilie, welche mit der Punktreihe anf P projectivisch 
ist. Sei z/ die Directionsaxe der beiden Reihen, d, i. die Verbindungs- 
linie der Punkte («jT) (a'(3), ((3/) (§' y) u. s. w. Soll nun 1) zu einer 
Tangente X, des zweideutigen Systems die enteprechende Tangente X 
des eindeutigen gefunden werden , so bestimme man nach, bekannter 
Art und Weise zu dem Schnitte § von Xj mit P den projectivisch 
entsprechenden Punkt |' auf T und ziehe von |' an "K die Tangente, 
welche die gesuchte Tangente X ist, 

2) Zu einer Tangente X des eindeutigen Systems das entsprechende 
Tangentenpaar X, Xj des zweideutigen Systems zu finden. 

Man bestimme zu dem Schnitte |' von X und T den projectivisch 
entsprechenden Punkt § auf P und ziehe von ihm aus an X das ge- 
suchte Tangentenpaar X^ X^. 

Wir brauchen wohl nicht näher zu beweisen, dass die Tangenten 
F,, und TTii des Trägers K in den Schnittpunkten v und ra mit P 
die Doppeltangenten des zweideutigen Systems sind, denen dann die 
Verzweigungstangenten V und W im eindeutigen System entsprechen. 
Die Punktreihe «, (3, y , . . auf P erzeugt mit der Puuktreihe 
«', ß',/ . . . auf 2" einen Kegelschnitt 2] als Enveloppe, welcher mit 
K ausser der Tangente T' noch drei weitere Tangenten gemeinschaft- 
lich hat. Diesa sind daun die drei Doppeltangenten D^, D''; D^ der 
beiden Systeme. 

32. Nachdem wir die Existenz von drei Doppelelementen zweier 
einzweideutigen Punkt- oder Tangentensystemen auf einem Kegelschnitte 
erkannt haben, und auch wissen, wie sie im Allgemeinen zu construiren 
sind (nämlich als drei von vier gemeinschaftlichen Elementen zweier 
Kegelschnitte, von denen man das vierte kennt), wird es nöthig sein, 
ihre Natur und Lage näher zu studiren. 

Wir werden die Untersuchung eingehend für Punktsysteme führen 
und dann nach dem Gesetze der Dualität die Resultate auf Tangenten- 



Sei Fig. 21 (Taf. III) K der Träger zweier einzweideutigen Puntt- 
systeme und esi ein Paar entsprechender Punlrt« und zwar jenes, das 
zu Scheiteln der beiden Hülfsbüschel genommen wurde (vergleiche 
Art. 26). Die beiden Hülfsbüschel sind in reducirter Lage und geben 
als Durchschnitt einen Kegelschnitt Ji, welcher den Scheitel e des 
zweideutigen Büschels enthält. Die drei weiteren Schnittpunkte von 
li und K sind dann die drei Doppelpunkte *i', (f , (P der beiden Punkt- 
systeme. Die von e^ an ü gehenden zwei Tangenten treffen den 
Träger K in dem Punktepaar v und iv, welches die Verzweigungs- 
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puntte des eindeutigen Systems sind. Die von e nacli den Berührungs- 
punkten der Tangenten gehenden Strahlen schneiden K in dem Doppel 
punktepaar v^^, iv^^- Was nun die. drei Doppelpunkte d', tf' , d^ anbe 
langt, so erkennt man, weil der Schnittpunkt e von K mit 11 immei 
reell bleibt, unmittelbar, dass von denselben einei reell sein müsse 
Die beiden Übrigen können ebensowohl reell, als. imiginii sein 

„Zwei einzweideutige Punktsysteme aut einem Kegel- 
schnitte besitzen wenigstens einen reellen Doppelpunkt." 
Wenn aber zwei Doppelpunkte reell sind, so musa, wie auch aus 
der Figur hervorgeht, auch der dritte reell sein. 

„Von den drei Doppelpunkten zweier einzweideutigen 
Punktsysteme auf einem Kegelschnitte ist entweder ein 
einziger oder aber alle drei reell." 

Man übersieht leicht, dass alle drei dann reell sind, wenn It mit 
K vier reelle Schnittpunkte liefert, und dass dann nur einer reell ist, 
wenn K mit B, nur zwei reelle Schnittpunkte besitzt. 

Es kann möglicherweise auch vorkommen, dass man von den drei 
Doppelpunkten einen, z. B. <?' kennt und die beiden anderen bestimmt 
haben will. Die dabei zu lösende Aufgabe ist quadratisch und lautet 
folgendermassen: „Von zwei bestimmten Kegelschnitten {K und E) 
sind zwei Schnittpunkte gegeben (e und d^), man soll die beiden übri- 
gen Sclmittpuukte {dj^ und d^) eonstruiren," 

Die Methode der Auflösung ist eine bekannte Ssiche; doch sind 
wir des Folgenden halber gezwungen, die Auflösung hier zu geben. 
Wir wollen diess in Form einer Aufgabe thun, wie sie uns dann später, 
namentlich bei der Theorie der Curven öfters aufstossen wird. 

Aufgabe: Von zwei einzweideutigen Punktsystemen auf dem 
Kegelschnitte (Kreise) K Fig. 22 (Taf. III) sind die vier Punktepaare 
66, cc^ dd^ ee^ und ein Doppelpunkt <?' beider Systeme gegeben; man 
soll die beiden Systeme vervollständigen und insbesondere die beiden 
weiteren Doppelpunkte #, rf^ eonstruiren. 

Nimmt man das Punktepaar ce, zu Scheiteln der beiden Hülfs- 
büschel, so erhält man von dem Eeductionskegelscbnitt JE fünf Punkte; 
nämlich den Schnitt von ehi mit e, i, von ei\ mit PjC, von erf, mit 
e, d, den Punkt e und den Doppelpunkt d'. Dadurch ist Ji vollkommen 
bestimmt und man kann nach Art. 20 ohne Weiteres die Vervollstän- 
digung vornehmen. 

Was die beiden fehlenden Doppelpunkte d', d^ anbelangt, so erge- 
ben sich dieselben durch folgende Construction. 

Von den vier Schnittpunkten '', t?', tP, d-' der beiden Kegelschnitte 
K und B kennen wir die zwei ersten. Nehmen wir nun diese zu 
Scheiteln zweier Büschel, deren entsprechende Strahlen sich auf R 
schneiden, so werden die beiden Büschel projeetivisch sein, und auf K 
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zwei projectivische Punktsysteme bestimmen, deren Dojpelimukte otieu 
bar die beiden gesucbten Punkte d und iß sind Bezeithnet man deu 
Schnitt von e, b mit ei, durch 1 jenen von fi-" mit i c, durch 2 und 
schliesalich den von e^c7 und ed^ duich 3, bo sind diebS diei Punkte 
von R. Die drei Strahleupaare d'l, ( 1, il'2, c2, ä'B, eZ schneiden A 
in den drei resp. Punktepaaren aa^, ßß„ yy, der 'ächon eiwihnten zwei 
projectivischen Syateme. (Man sieht aus der Figin, dase die diei 
Punkte «1,^1,71 identisch sind mit den drei Punkten bj,^i,d,) 
Zieht man nun die Linie ö, welche den Schnitt von aß, undff|(3 mit 
jenem von ßy, und ß^y verbindet, so enthält sie bekaantlieh auch den 
Schnitt von ya, und y.K und trifft den Träger K überdiess in den 
beiden verlangten Doppelpunkten (P und (P. Dieselben sind reell, so- 
bald 6 von K in reellen Punkten geschnitten wird und im Gegenfalle 
imaginär. 

Unsere Aufgabe wäre hiermit gelöst. 

Es können aber auch zweie von den Doppulpunkten, z. B, d' und 
<f gegeben sein und man kann nach dem dritteii fragen. Diess gibt 
Veranlassung ku. der folgenden Aufgabe. 

Aufgabe: „Von zwei einzweideutigeu Punktsystemen auf dem 
Kegelschnitte K sind drei Paar entsprechender Punkte cc,, dd„ ce^ (die- 
selbe Figur "22, Taf. III) und zwei von den Doppelpunkten nämlich 
d^ und d^ gegeben; man soll die beiden Systeme vervollständigen und 
den dritten Doppelpunkt # bestimmen." ■ 

Die Vervollständigung wird auch hier keine Schwierigkeiten haben, 
weil wir (bei derselben Anordnung, wie in der vorigen Aufgabe) von 
dem Reductionskegelschnitte B abermals fünf Punkte besitzen; näm- 
lich die Punkte 2, 3, e, d' und d'. Ebenso leicht und zwar linea) ist 
der zweite Theil der Aufgabe: den dritten Doppelpunkt # zu con- 
atrniren. Man wird sich die Punkte ßß^, yy^ bestimmen und dann d., 
mit dem Schnitte von ßy^ und ß^y durch e verbinden, welche Linie 
K in dem gesuchten Doppeipunlcte d^ trifft. 

Wären von den beiden einzweideutigen Punktsystemen die sämmt- 
liehen drei Doppelpunkte d\ (f , d^ und überdiess die zwei Punktepaare 
ädi, ecj gegeben, ao sieht man, dass die Vervollständigung in derselben 
Weise zu geschehen hat, wie in den früheren Pällen, Man besitzt 
nämlich von dem Kegelschnitte S, die fünf Punkte 3, e, d', d^, d?, was 
vollständig genügt. 

Zur TJebung möge der geneigte Leser die Vervollständigung für 
jene Fälie durchführen, wo neben gewöhnlichen Elementenpaaren und 
Doppelelementen beider Systeme auch Doppelelemente des zweideutigen 
Systems imd dem entsprechend auch Verzweigungselemente vorkommen. 
In allen solchen Fällen wird man sich bei Fig. 21 (Taf. III) Rath 
holen können, weil dieselbe in anschaulicher Weise den Z 
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der singulären Elemente mit einander, mit dem Träger imd mit dem 
Redu etion skegels chnitt verdeutlicht. 

Ebenso instructiv sind (die Fälle, bei welchen unter den Daten 
auch coraplete Elementenpaare des zweideutigen Systems auftreten. 

In dieser Hinsicht erlaube man uns eine Bemerkung an die Figur 
21 (Taf. HI) au Imüpfen. Sie betrifft die Fraget Wo ist der dem c 
zweitentsprechende Punkt Cj des zweideutigen Systems? Nun da lässt 
sich aus dem ganzen Zusammenhange klar übei'blicken , dass es jener 
Punkt ist, in welchem die in c an JR gezogene Tangente den Träger 
K schneidet. 

33. Dasselbe, was in Art. 33 von Punktsystemen gesagt wurde, 
gilt in reciproker Gestalt von Taugentonsystemen und mag desshalb 
hier nur kurz skizzirt werden. Wenn Fig. 23 (Taf. III) K der Träger 
und EE^ jenes Tangentenpaar ist, welches zu Trägern der beiden re- 
ducirten Hülfareihen genommen wurde, so erzeugen die Hülfsreihen 
als Enveloppe einen Kegelschnitt iE, welcher den Träger E der zwei- 
deutigen Hülfsreihe beröhrt. K und R haben daher noch drei weitere 
gemeinschaftliche Tangenten i)',D%D^, welches die drei Doppel- 
tangenten der beiden Systeme sind, E^ schneidet JR in einem Punkte- 
paare, von welchem aus an K das Paar V und W der Verzweigungs- 
tangenten gelegt werden kann. Die Tangenten des erwähnten Punkte- 
paares auf -E, treffen E in zwei Punkten, von welchen an K die bei- 
den Doppeltangenton F^j, W^2 des zweideutigen Systems gehen. Auch 
hier erkennt man die Wahrheit des Satzes: 

„Von den drei Doppeltangenten zweier einzweideuti- 
gen Tangentensysteme auf einem Kegelschnitte ist entwe- 
der eine reell oder aber es sind alle drei reell." 

Wenn von den drei Doppelt angenten eine bekannt ist und man 
die zwei übrigen coustruiren soll, so hat man abermals eine Aufgabe 
des zweiten Grades, wie die erste Aufgabe des Art. 32 zu lösen. Die 
beiden Doppeltangenten ergeben sieh als die zwei Doppeltangenten 
zweier projectivischen Tangentensysteme auf K. Ebenso leicht und 
zwar lineal ist die Aufgabe zu lösen, die dritte Doppeltangente zu 
construiren, wenn zweie gegeben sind. 

"Wie man in diesen beiden Fällen und auch in jenem, wo alle 
Doppeltangenten bekannt sind, die Systeme vervollständigt, dürfte zu 
erwähnen nicht nöthig sein. Man erhält in jedem Falle von dem ße- 
ductionskegelschnitte B, fünf Tangenten und kann nach Art. 29 die 
Vervollständigung vornehmen. 

Die den einzelnen in Art. 32 durchgefülirten oder angeführten 
Aufgaben reciproken Aufgaben wirklich eonstructiv aufzulösen, über- 
lassen wir dem Leser, überzeugt, dass derselbe auf keine Schwierig- 
keiten stossen werde. 
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34. Von besonderer Wichtigkeit sind solche einzweideutige Punlit- 
Systeme eines Kegelschnitts, von deren Doppelpunkten etliche zusam- 
menfallen. 

Zwei solche Punktsysteme besitzen, wie -wir gesehen haben, drei 
Doppelpunkte (?', ^, (P, von denen möglicherweise auch zwei (aber aiich 
höchstens so viele) imaginär sein können. 

Wenn wir voraussetzen, dass alle drei Doppelpunkte reell sind, 
so kann es geschehen, dass zweie von ihnen in einem einzigen Punkt 
des Trägers zusammenfaüeji. Angenommen, der Doppelpunkt rf' falle 
mit dem Doppelpunkt ßr zusammen, so werden wir die beiden ver- 
einigten Doppelpunkte kurz mit d'^ bezeichnen. In diesem Falle muss 
selbstverständlich der dritte Doppelpunkt reell sein. Dieser letztere 
kann aber mögHcherweise mit dem Punkte (7'^ auch zusammenfallen 
und dann wollen wir den Punkt des Kegelschnittes, in welchem alle 
drei Doppelpunkte r?', d^, d^ vereinigt liegen, kurz mit ä^^^ bezeichnen. 
Wir haben somit folgende zwei Hauptspezi alfalle zu unterscheiden: 

1) Von den drei Doppelpunkten zweier ein zweideutigen Punkt- 
systeme auf einem Kegelschnitte K fallen die beiden d'- und d- in 
dem Funkte d'^" zusammen; der dritte Doppelpunkt d''' ist dann im- 
mer reell. 

2) Alle drei Doppelpunkte rf', d^,ä^ fallen in einem Punkte d^''^ 
zusammen. 

Es ist nicht schwer in jedem dieser Fälle anzugeben, was für eine 
Lage der Ueductionskegelschnitt der beiden Punktsysteme bezüghch 
eines Punktepaares ecj construirt, gegen den Träger K. haben müsse. 
Wir wissen nämlich aus Art. 27, dass der durch e gehende Ueductions- 
kegelschnitt Ja den Träger in den drei weitereu Punkten d', ^,r^ 
trifft. Sollen nun die zwei ersten von ihnen im Punkte d'^ zusammen- 
fallen, so muss offenbar der Reductionskegelsclmitt 2J den, Träger K 
in diesem Punkte d^^ einfach berühren; denn dann schneidet er ihn 
an dieser Stelle in zwei zusammenfallenden Punkten. Sollen zweitens 
alle drei Doppelpunkte im Punkte rö'^* zusammenfallen, so muss R den 
Kegelschnitt K an dieser Stelle (nämhch in d''^) in drei aufeinander- 
folgenden Punkten schneiden, d. h. denselben von der zweiten Ordnung 
berühren oder einfach oskuliren. 

Wenn also ein doppelter Doppelpunkt beider Systeme esistirt, so 
berühren sich in demselben der Träger und der Reductionskegelschnitt 
einfach; gibt es aber einen dreifachen Doppelpunkt, so oskuliren ein- 
ander die beiden Curven in demselben. Um in diesen zwei Fällen den 
Reductionskegelaehnitt zu erhalten, werden wir folgende zwei Auf- 
gaben zu lösen haben: 

1) Durch drei Punkte einen Kegelschnitt zu legen, welcher einen 
anderen in einem gegebenen Punkte einfach berülirt. 
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2) Durch zwei Punkte einen Kegelschnitt zu legen, welcher einen 
zweiten in einem gegebenen Punlcte einfach osknlirt. 

Gehen wir zunächst an die Lösung der Aufgabe (1), hei welcher 
wir überdieas annehmen können, dass der eine von den drei gegebenen 
Punkten auf dem Kegelschnitte liegt, welcher gegeben ist. Wir stellen 
die Aufgabe in folgender Form. Es ist ein fester Kegelschnitt K 
Fig. 24 (Taf. III) gegeben; man soll durch die Punkt« 1, 2, e, von 
denen der letzte auf K liegt, einen Kegelschnitt Ti legen, welcher K 
im Punkte (?'^ berührt, 

Die Aufgabe ist an und für sich eine gewöhnliche Kegel schnitt a- 
construction. Denn wir haben in der That von Javier Punkte: 1, 2, c, ri'- 
und im letzteren die Tangeute (nämlieh diejenige von K, welche auch 
B als solche angehört) gegeben. Aus diesen Daten kann man sofort 
mittelst des Pascal'schen Satzes den Kegelschnitt E construireu. Wir 
wollen jedoch die Sache anders auffassen und den Kegelschnitt B aus 
dem Kegelschnitte K als coUinear Verwandte entstehen lassen. 

Zu dem Ende ist es jedoch nöthig, den vierten Schnittpunkt d^ 
von K und E zu bestimmen, was einfacb in folgender Weise ge- 
schehen kann. 

Man /liehe von iV nach 1 und 2 Strahleji, welche K resp. in 1' 
und 2' treffen, verbinde dann c mit dem Schnitte von 12 und r2', so 
ist diess die gemeinsame Sehne e beider Kegelselmitte, welche K in 
dem vierten Schnittpunkte (P schneiden wird. 

Nun kann man K und E als colUneai' verwandte Curven betrach- 
ten, indem man den Berührungspunkt fZ'* zum Collineationscentrum 
und die gemeinschaftliche Sehne e zur CoUineationsaxe nimmt. Dem 
Punkte 1 entspricht dann aai K der Punkt 1' und dem Punkte 2 ent- 
spricht der Punkt 2'. Man kann nun in leichter Weise zu jedem 
Punkte des Kegelschnittes K den entsprechenden auf E construiren. 
Nimmt man beispielsweise auf K den Punkt c an, imd verlangt man 
den ihm auf li entsprechenden Punkt c zu finden, so kann man zu- 
nächst die Linie c cV ziehen, auf welcher (als dem Collineationsstrahle) 
der g£suchte Punkt c liegen muss. Zieht man ferner die Linie V c' 
und durch ihren Schnittpunkt mit der CoUineationsaxe ß nach 1 eine 
weitere Gerade, so schneidet diese den Collineationastrahl c'd'' in dem 
gesuchten Punkt c. Insbesondere für uns wichtig ist die Erledigung 
folgender Fragen; 

a) Bestimme den Punkt ijj, in welchem der durch e gehende Sti'ahl 
F, den Kegelschnitt E trifft. Die Lösung liegt auf der Hand; man 
wird sich zum Strahle Yi, welchen man zum Systeme E rechnet, den 
colhnear verwandten Strahl Y^ suchen, welcher K in i/j' schneiden 
möge. Der Strahl rf'^^|'_ bestimmt dann auf F, den verlangten Punkt?;,. 
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Die Construetion ist in der Figur durchgefulirt und bedarf wolil keinur 
weiteren Erklärung. 

b) Bestimme das Piinktepaar §[ l,, in welchem der durch den Punkt 
e, gehende Strahl X den Kegelschnitt J durchschneidet Daher ist 
der Punkt e, ein beliebiger Punl t des KegeKchnittea Ä Die Auf 
lösung ist ebenso einfach wie m der vorigen Aufgabe Man rechnet 
nämlich den Strahl \ zu Jem System B sucht den ihm ni Sj<?tem 
K entsprechenden Stiahl \ (siehe die ligui) welcher Ä m einem 
Punktepaare | | schneidet Projicirt min dieses Punktepaai von 
d'^ auf den fetiahl X so erhalt md,n d a gesuchte Punktepaai Si S2 

Die z.weite zu Inqeude Hauptaufgabe welche wii uns ge teilt hdben 
bestand darin duich zwei Punkte c und 1 Iig 2ö (Tif IUI einen 
Kegelschnitt so zu legen diss ei einen Kegelschnitt Ä 111 einem ^e 
gebenen Punkte t?' ' oskuhrfc 

Dieser Ball geht aus dem eben behandelten m eiufachei Weise 
dadurch hervor daas der PunH ?^ mit dem Berihrungspunkte d^^ in 
dem Punkte d ^ zusammenftUt (Wn können m,mlicli auch hier voi 
aussetzen, dass der Punkt e auf der Peripherie des gegebenen Kegel- 
schnittes K liege.) Dann muss also die gemeinsame Sehne der 
Kegelschnitte K und R durch den Punkt C?'--' hindurchgehen. Es 
erübrigt jedoch noch die Construetion des Kegelschnittes R; in diesem 
Falle bleibt sie dieselbe, wie in dem vorigen, nur fällt hier das Col- 
lineationscentrum c^'^^ in die Collineationaaxe ff. Verbind et ma n d'"^^ 
mit e, so erhält man die Linie und wenn man den Strahl rf'^^1 zieht, 
so trifft dieser den Kegelschnitt K in 1'. 

Um nun zu einem Punkte c' des Kegelschnittes K den entspre- 
chenden c des Kegelschnittes B zu construiren, ziehe den Strahl c'd'"'^, 
auf weichem c liegen muss und verbinde den Schnitt von c' 1' und 6 
mit 1, welche Gerade den Strahl c'ii''^'' in dem gesuchten Punkte c 
schneidet. 

Abermals haben wir folgende zwei Aufgaben zu lösen: 

a) Den Schnittpunkt ^, eines durch e gehenden Strahles Y^ mit 
dem Kegelschnitte ü zu ünden. 

Man construire zu Y, (indem man Y, zum System R rechnet) 
den entsprechenden Strahl F,' {siehe die Figur), Derselbe tritft K im 
Punkte i)|', welcher von f?'^^ auf y, projicirt, den verlangten Punkt 
t;, liefert. 

b) Man bestimme die beiden Schnittpunkte Ijl^ des durch einenPunkt 
e, des Kegelschnittes K gehenden Strahles X mit dem Kegelschnitte B. 

Construire zu X (als dem System B angehörig) den entsprechen- 
den Strahl. X' , welcher K in §,' g^' achneidet. Projicirt man dieses 
Punktepaar von rf"^ aus auf den Strahl X, so erhält man das gesuchte 
Punktepaar g, ^.,. 
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35. Nachdem wir im vorigen Artikel die beiden Hauptaufgaben 
übet die besonderen Lagen des Reductionskegelscbnittes zn dem Träger 
der beiden Punktsysteme genügend imtersueht haben, erübrigt uns in 
diesem Artikel die Erledigung der beiden letzten die VervoUsiändigung 
zweier einzweideutigen Punlitsysteme betreffenden Aufgaben, 

I. „Von zwei einzweideutigen Punktsystemen auf dem 
Kegelschnitte (Kreise) /f Fig. 26 (Taf. III) sind drei Punkte- 
paare »ffl|, hby, eey und ein zweifacher Doppelpunkt i?'^ ge- 
geben. Man soll den dritten Doppelpunkt d?, die Verzwei- 
gungspunkte V, w und die Doppelpunkte »,3, ti)^^ des zwei- 
deutigen Systems construirenimd die beiden Punktsysteme 
vervollständigen," 

Nimmt man das Punktepaar ee, zu Scheiteln der beiden Hülfs- 
büschel, so erhält man von dem zugehörigen Reductioaskegelschnitte 
M drei Punkte und den Berührungspunkt rf'^ desselben mit dem Träger 
K. Der Reductionskegelschnitt R berührt nämlich, wie gezeigt wurde, 
den Träger K im zweifachen Doppelpunkte (?'^, geht durch den 
Seheitel e des zweideutigen Huifahüschels und durch die Schnitte von 
e«! mit e, a und von eÖ, mit eyh, welche wir kurz mit 1,2 bezeich- 
nen wollen. 

Nun hat man weiter nichts zu thun, als die Figur 24 (Taf. III) 
zu reprodueiren. 

Man ziehe also zunächst die Strahlen d}'^ 1 und (i''^2, welche K 
resp. in 1' und 2' schneiden und verbinde den Punkt e mit dem 
Schnitte von 12 und i'2', was uns die gemeinschaftliche Sehne der 
beiden Kegelschnitte K und B. liefert. Dieselbe trifft K in dem dritten 
Doppelpunkte #, 

Nun wird es ein Leichtes sein, folgende, die Vervollständigung 
beider Systeme betreffenden Hauptaufgaben aufzulösen: 

1) Zu einem Punkte y, des zweideutigen Systems den entsprechen- 
den y des eindeutigen zu construiren. 

Man ziehe von e nach y^ den Strahl F,, betrachte ihn als zum 
System JR gehörig und cousti-uire den ihm im System K entsprechen- 
den Strahl Y{ '). Derselbe sehneidet K in dem (immer reellen) Punkte 
il{, welchen man von ä^'' auf Y^ zu projiciren hat, um den Schnitt- 
punkt Tj, des Strahles Yy mit dem Reductionskegelschnitt R zu erhal- 
ten. Verbindet man nun den Punkt tj, mit dem Punkte e,, so erhält 
man den ITj entsprechenden Strahl Y des reducirt«n Hülfsbüschels, 
welcher K in dem gesuchten Punkte y schneiden wird. 



iess geschieht einfacli in foigeiider Weise : Man projicire den Sohnittpuukt 
mit 12 ausd" auf l'2' und verbinde den ao erhaltenen Punkt mit dem 
e dei' CoUiiieatJonuaxe, wodurch man den gesuchten Strahl Y,' erMli. 
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2) Zu einem Punkte x des eindeutigen Systems das im :':weideuti- 
gen entsprechende Putiktepaar x,^, x^ zu constrtiiren. 

Man ziehe von e, nach x den Strahl X «nd suche au ihm (ais 
zum System iE gehörig) den im System K entsprechenden Strahl X' 
einfach dadurch, daes man den Schnitt von X und 12 aus (?'^ auf 1' 2' 
projicirt und den erhaltenen Punkt mit dem Schnittpunkte von X und 
ö verbindet. Der Strahl X' trifft Jiun K iu einem (reellen oder ima- 
ginären) Punktepaare g,' g/, welches man von rf'^ auf X zu projiciren 
hat, um das Sclinittpunldepaar gj ^^ des letzteren Strahles mit dem 
Bednctioaskegelschnitte zu erhalten. Verbindet man nun %^, |„ mit e, 
durch das Strahlenpaar X^, X.j (welches im Kweideutigen Hülfsbüschel 
dem Strahle X entspricht), so trifft dieses den 'Präger K in dem ge- 
suchten Punktepaar x^, x^. 

3) Die Verzweigungspunkte v, w und die Doppelpunkte i?|2, w^^ des 
zweideutigen Systems zu construiren. 

Um die Verzweigungspunkte v, w des eindeutigen Systems zu 
erhalten, hätte man von c, aus an den Reduetionskegelschnitt R die 
beiden Tangenten V und W zu ziehen, welche K in diesem Pnnkte- 
paare durchschneiden. 

Auch diese Aufgabe kauii mau leicht dadurch lösen, dass man i? 
als die collinear Verwandte von K betrachtet. Man bestimmt sich 
nämlich den dem Punkte c^ (als zum System li gehörig) entsprecheu- 
deu Punkt c( des Systems K, indem man bemerltt, (iass dem Strahl 
X der Strahl X entspricht. Projicirt man nun ';, aus cV auf diesen 
Strahl X', so erhält man. den Punkt *.■/. Von e,' gehen au K die 
beiden Tangenten V und W , welche Kuriickprojieirt die Sti'alilen V 
und W liefern. Das ZurUckprojiciren geschieht einfach dadurch, dass 
man e^ mit den beiden Schnittpunkten von P und W mit ö resp. 
verbindet, um die Strahlen V und W zu erhalten. 

Diese beiden Strahlen V und W sind die Verzweigungasti-ahlen 
des eindeutigen Hülfsbusehels und schneiden den Träger K in den 
zwei Verzweigungspunkten v und w des eindeutigen Punlctsystems. 

Projicirt man aus d'- die Berührungspunkte Vj^' und'cju' der Tan- 
genten V imd W auf die beiden Verzweigungsstrahlen V und W, 
so erhält man die beiden Punkte v , und w welche mit e verbun- 
den, die Doppelstrahlen F,,, W des zwei leutigen Hultsb tschelg geben. 
Diese Doppelstrahlen treffen nun den liagei A m den beiden Doppel- 
punkten 1^,2, iCi2 des zweideutigen Punkts^ stems 

Man würde die beiden Doppelpunkte v^ m,, und dann auch die 
ihnen entsprechenden Verzweigung&j unl te unibhangig %on i? erhalten 
haben, indem man nämlich wieder die, durch das zweideutige System 
gebildete Involution auf K benützte. Ueberliaupt kann mittelst dieser 
Involution, welche zum eindeutigen System projectivisch ist, die Ver- 
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vollstäniliguiig eljenso vor sicli gehen, wie es im Art. 28 gelehrt wurde. 
Wir wollen darauf, um den Aufsatz nicht übermässig lang zu machen, 
nicht weiter eingehen und überlassen es dem Leser, 

n. . „Von zwei einzweideutigen Punktsystemen Fig. 27 
(Taf. III) auf dem Kegelschnitte K sind zwei Punktepaare 
ee,, CC'^ und der dreifache Doppelpunkt rf"^ heider Systeme 
gegeben. Mau soll die beiden Punktsysteme verTollatändi- 
gen, die Verzweigungspunkte und die Doppelpunkte des 
zweideutigen Systems construiren." 

Man nehme abermals das Punktepaar ee, zu Scheiteln der beiden 
Hülfsbüschel, so entspricht dem Strahle ec^ der Strahl CiC und ihr Schnitt- 
punkt 1 gehört dem ßeductionskegelschnitte JS an. Dieser musa überdiess 
durch e (als den Scheite! des zweideutigen Hülfsbüschels) gehen und K 
im Punkte c?"^ einfach oskuliren. Wir können daher denselben nach 
der zweiten Aufgabe des vorigen Artikels in einfacher Weise construiren. 

Die Vervollständigung beider Systeme kommt nun auf die Lösung 
folgender Hauptaufgaben zuri\ck: 

1) Zu einem Punkte yi des zweideutigen Systems den entsprechen- 
den Punkt y des eindeutigen zu finden, 

Man ziehe den Strahl ey^ ^ Y^ und bestimme zu ihm (als zum 
Systeme H gehörig) den im Systeme K entsprechenden Strahl Y^. 

Es entspricht nämlich dem Punkte ] der Schnittpunkt 1' von 
l (?'^' mit K und man braiicbt daher nur auf T, einen willkührlichen 
Punkt ß zu nehmen, zu ihm nach den Gesetzen der Collineation den 
entsprechenden Punkt p zu finden u nd dies en mit dem Schnitte ö von 
Y", und ö (6 ist die CoUineationsase ecf'^^J zu verbinden, um Y{ zu 
erhalten. Der Strahl Y( trifft K in einem Punkte jjj', welcher aus 
c7'^^ auf Yi projicirt, den Schnittpunkt 7J^ dieses Strahles mit dem Re- 
ductionskegelschnitt E liefert. Verbindet man nun tj^ mit e,, so ergibt 
sieh der dem Y, im eindeutigen Hülfsbüschel entsprechende Strahl Y, 
welcher K. in dem gesuchten Punkte y schneidet, 

2) Zu einem Punkte x des eindeutigen Systems das entsprechende 
Punktepaar x^, x.^ des zweideutigen Systems zu construiren. 

Man ziehe den Strahl e^x^X des eindeutigen Hülfsbüschels, rechne 
ihn zum Systeme B und eonstruire nach den Prinzipien der Colli- 
neation den ihm entsprechenden Strahl X' im Systeme K. (Indem 
man den Schnitt von X mit Y^ auf Y{ aus (?"' projicirt und den 
erhaltenen Punkt mit dem Schnitt von X und 6 verbindet.) 

Der Strahl X' trifft K in dem Punktepaare §,' Sj', welches aus 
(V-^ auf X projicirt das Schnittpnnktepaar |, |^ des Strahles X mit 
dem Reductionskegelschnitte R liefert. Zieht man nun von e nach 
Ii, Ij das Strahlenpaar X,, X.,, so bestimmt dieses auf X das verlangte 
Punktepaar Xy, %,■ 
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3) Die Verzweigungspimkte v, iv und die Dojipelpunkte tJ^, Wu des 
zweideutigen Systems zu coiistruiren. 

Um ;; und w zu erhalten, hätte man von «, aus au den Reductions- 
begelschnitt B das Taugentenpaar V, W zu ziehen, welches auf K 
das erwähnte Punktepaar bestimmt. 

Diess geschieht wieder mittelst der zu K colliuear verwandten 
Figur K. Projicirt man nämlich e, aus f^'*^ auf X', so erhält man 
den Punkt e,', von welchem an K das Taugentenpaar V, W gezogen 
werden kann. Das ihm entsprechende Strahlenpaar V, W wird ge- 
geben durch die Verbindungslinien von e, mit dem Schnittpunktepaar 
von V, W auf ff. Das Paar V, W trifft nun K in dem Verzweigungs- 
punktepaare v, w. Wenn man nun die Bertthruugspunkte r^j', eij^' des 
Tangentenpaares V, W von ^'^^ aus resp, auf V und W in dem 
Punktepaare Vjj, 0,2 projicirt, und dieses mit e durch das Sttahlen- 
paar Fj^ Tl^jj verbindet, so erhält man die Doppelstrahlen des zwei- 
deutigen Hülfsbüsehels , weiche K in den Doppelpunliten «i^, Wjj des 
zweideutigen Systems treffen. 

Wir wollen auch hier dem Leser die analogen Entwickelungen 
mittelst der im zweideutigen System auftretenden Involution, welche 
mit dem eindeutigen Systeme projectiviseh ist, überlassen. 

36. Wir haben in Art. 33 gesehen, dass zwei einzweideutige 
Tangenten Systeme auf einem Kegelschnitte K drei Doppeltangenten 
I>', D^, D* besitzen, Bezüglich dieser können die reciproken Speziali- 
täten auftreten zu denen, welche wir hei Punktsystemen, kennen ge- 
lernt haben. 

Erstlich kann es geschehen, dass zwei von den Doppeltaugenten, 
z. B. B' und D' zusammenfallen, wesshalb sie dann kurz ^s eine 
zweifache Doppeltangente und mit D'^ bezeichnet werden, Soll diess 
eintreffen, so muss der Reductionskegelsehuitt B der beiden Systeme 
den Träger K auf der doppelten Doppeltaugente D'^ einfach berühren. 
Zweitens können alle drei Doppeltangenten D\ D"^, IP zusammen- 
fallen, in welchem Falle sie eine dreifache Doppeltangeute bilden und 
mit i)'''^ bezeichnet werden. Soll dieses eintreifen, so muss der Re- 
ductionskegelschnitt E den Träger K in der dreifachen Doppeltangente 
D'^^ einfach oskuliren. 

Um Tangentensysteme, bei welchen der eine oder andere dieser 
speziellen Fälle eintritt, zu vervollständigen, hat man wieder folgende 
zwei Constructionen durchzuführen. 

1) Einen Kegelschnitt R zu zeichnen, welcher drei Gerade E, 1, 2 
und den festen Kegelschnitt K in der Tangente J)'^ einfach berührt. 

2) Einen Kegelschnitt iJ ku zeichnen, welcher die zwei Geraden 
E, 1 berührt und den festen Kegelschnitt K in der Tangente D"^ 
oskulirt. 
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Die Lösung geschieht iu reciproker Weise zu jener, wclclic in 
Art. 34 ausführlich gegeben wurde. 

Wir werden die Vervollständigung spezieller einaweideutiger Tau- 
gentensysteme umsoweniger eingehend entwicJreln, als sie nichts neues 
liefert und, wie schon gesagt wurde, das Duale zu jener der Punkt- 
systeme ist. Wir sehreiten gleich zur Betrachtung der beiden hieher 
gehörigen Hauptfälle: 

I. „Von zwei einzweideufcigen Tangentensystemen auf dem Kegel- 
schnitte K Fig. 28 (Taf. III) sind drei Tangentenpaare SB^, CC^, EEi 
und die doppelte Doppeltangente J)'^ gegeben; man soll die dritte 
Doppeltangeute D' construiren, die beiden Tangentensysteme vervoll- 
ständigen und auch die Verzweigungstangenten V, W, sowie die 
Doppeltangenten F|j, W^^ ^^ zweideutigen Systems finden," 

Man nehme das Tangentenpaar EE^ zu Trägern der reducirt 
liegenden Punktreihen, für deren Reductionskegelsehnitt M man 4 Tan- 
genten nebst dem Berührungspunkte einer derselben erhält. Die vier 
Tangenten sind die Verbindungslinien von EB, mit E^B , von ECi 
mit EyC (welche wir kurz mit 1 und 2 bezeichnen), der Träger E 
der zweideutigen Hülfsreihe und die doppelte Doppeltangente D^^. Der 
Berührungspunkt der letzteren mit K ist gleichzeitig ihr Berührungs- 
punkt mit B. 

Man kann nun wieder den Kegelschnitt B mit Vorfcheil als colli- 
near Verwandte des Kegelschnitts K betrachten, wenn die doppelte 
Doppeltangente J)'' als die Collineationsaxe angenommen wird. Es 
entspricht dann der Tangente 1 die von ihrem Schnitt mit D'^ an K 
gezogene Tangente 1' und der Taugente 2 ebenso die von ihrem 
Schnitt mit D'^ an K gezogene Tangente 2". Dem Schnittpunkte von 
1 und 2 entspricht somit der Schnittpunkt von 1' und 2' und wenn 
man diese zwei entsprechenden Punkte durch einen Strahl verbindet, 
so muss dieser durch das Colliueationscentrum hindurchgehen. Da 
dieses auch auf der Tangente E liegen muss (welche beiden Kegel- 
schnitten gemeinschaftlich ist), so ist es der Schnittpunkt ß des er- 
wähnten Strahles mit der Tangente E. Von ff geht an K eine Tan- 
gente, welche auch an R eine Tangente und somit die dritte Doppel- 
tangente D^ der beiden Tangentensysteme ist. 

Wir haben nun folgende drei Hauptaufgaben zu lösen: 
1) Zu einer Tangente Y, des zweideutigen Systems die entspre- 
chende Tangente Y des eindeutigen Systems zu finden. 

Man bestimme den Schnittpunkt j/j von Tj mit E, betrachte ihn 
als zum System B gehörig und construire den ihm im System K ent- 
sprechenden Pnnkt s;,'. Zu dem Zwecke verbinde man j/j mit dem 
Schnittpunkte von 1. und 2 und ziehe nach dem Schnittpunkte dieser 
Linie mit D'^ von dem Punkte (1' 2') eine Linie, welche _E in dem 
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gesucliten Punkte y^' schneidet. Yon y( geht nun an K eine Tan- 
gente Tji', welche J)'^ in einem Puultte schneidet, welchen man mit y^ 
zu verbinden hat, um die von y^ an Ji gehende Tangente ij, zu erhal- 
ten. Diese Tangente tj, trifft E, in einem Punkte y, von welchem an 
K die gesuchte Tangente Y gezogen werden kann, 

2) Zu einer Tangente X des eindeutigen Systems das entsprechende 
Tangentenpaar X,, X, des zweideutigen Systems zu finden. 

Man nehme den Schnittpunkt x von X mit By zum Systeme R 
und construire den ihm im Systeme K entsprechenden Punkt 3/, in- 
dem man den Schnittpunkt von i)'- mit der Verbindungslinie von x 
und dem Punkte (12) mit dem Punkte (1' 2') verbindet und ans ff den 
Punkt X auf die so erhaltene Verbindungslinie projicirt. Von diesem 
Punkte af lassen sich an K zwei Tangeuten i,{, %{ ziehen, deren Schnitte 
mit D'^ mit x verbunden, das von x an den Xegelaehnitt jR gehende 
Tangentenpaar ^,,^2 liefern. Das Tangentenpaar %^,%^ triift E in dem 
X entsprechenden Punktepaare x^, Xj, von welchem an K die beiden 
gesuchten Tangenten Xj, Xj gezogen werden können. 

3) Die Verzweigongstangenten V und W und die Doppeltangen- 
ten Y12, Wi2 des zweideutigen Systems zu construiren. 

Um die Verzweigungatangenten V, W des eindeutigen Systems zu 
erhalten, hätte man die Schnittpunkte von E^ mit dem Reductions- 
kegelschnitt li zu finden, von welchen an K die beiden Verzweigungs- 
tangenten gezogen werden können. Zur Lösung der Aufgabe con- 
struire man die der Geraden E, (als zum System B gehörig) entspre- 
chende Gerade E,', indem man ihren Schnittpunkt mit Z*'^ mit dem 
Punkte x' verbindet. Die Gerade i^/ trifft K in zwei Punkten v' und 
w', welche aus auf E, projicirt resp. die zwei Punkte v und w liefern. 
Die zwei Punkte v und w sind die Verzweigungspunkte der eindeuti- 
gen Httlfsreihe, von denen an K das Verzweigungstangenteupaar V 
und W gezogen werden kann. 

Verbindet man die Schnittpunkte von D'^ mit den Tangenten 
Vjj', «,j' der Punkte v' und m/ mit den Punkten v und w, so schneiden 
die erhaltenen Verbindungslinien den Träger E in dem Doppelpunkte- 
paar «,2, iVj^ der zweideutigen Hüifareihe, von welchem an K die ver- 
langten Doppeltangenten F^, Wi^ gehen. 

II. „Von zwei ein zweideutigen Tangentensystemen auf dem Kegel- 
schnitte K Fig. 29 (Taf, III) sind zwei Tangentenpaare EE„ CC^ und 
die dreifache Doppeltangente D'''* beider Systeme gegeben. Man soll 
die Systeme vervollständigen, die Verzweigungstangenten und die 
Doppeltangenten des eindeutigen Systems construiren." 

Abermals ist das eine Tangentenpaar (wieder etwa EE^ zu Trä- 
gern der einzweideutigen Hülfsreihen zu nehmen. Von dem Reductions- 
kegelschnitte Tt sind imn zwei Tangenten, nämlicli E und die Ver- 
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bindungslinie l von EC, mit üEjC gegebea. Da derselbe den Kegel- 
schnitt K in der Tangente D"^ oskuliren moss, so ist er volUtommen 
bestimmt. 

Zur Auflösung der folgenden drei Hauptfragen wird abermals die 
Betrachtung des Reductionsbegelschnittes It als der collinear Ver- 
wandten des Kegelschnittes K von Nutzen sein. Bei dieser Verwandt- 
schaft ist J)''' die Collineationsaxe und ihr Sehnittpuntt ö mit der 
Tangente .E ist das Collineationscentrum. Der Tangente 1 entspricht 
die von ihrem Schnittpunkte mit D'^' an K gezogene Tangente l'. 

1) Zu einer Tangente Y^ des zweideutigen Systems die entspre- 
chende Tangente Y des eindeutigen Systems zu construiren. 

Man bestimme den Sthnittpunltt y, von Tj mit E und bestimme 
zu ihm (als zum System R gehörig) den ihm im System K entspre- 
chenden Punkt j/i'. Man braucht nur durch y, einen willkührlichen 
Strahl P zu ziehen und mittelst des Paares 1, l' entsprechender Strahlen 
den ihm entsprechenden Strahi P' nach den Gesetzen der CoUineation 
zu zeichnen, welcher dann E im Punkte j/,' schneidet. Von i/j' geht 
an K eine Tangente ij,', deren Schnittpunkt auf der Collineationsaxe 
B''^^ mit j/i verbunden, den Strahl iji liefert. Dieser trifft ^^ in dem, 
dem j/j auf der eindeutigen Reihe enteprechenden Punkte y, von wel- 
chem aus man an K die gesuchte Tangente Y ziehen kann. 

2) Zu einer Tangente X des eindeutigen Systems 'das entspre- 
chende Taugentenpaar X,, X^ des zweideutigen Systems zu construiren. 

Man rechne den Schnittpunkt x von X mit E^ zu dem Systeme 
B und construire zu ihm den im System K entsprechenden Punkt a^. 
Man hat da nur x mit i/, zu verbinden und den Scbnittpunt von ^j 
und Z)'^^ mit j/,' zu verbinden und auf die so erhaltene Gerade w aus 
ff zu projiciren. 

Von x' lassen sich an K zwei Tangenten 5,', ^^ ziehen, deren 
Schnitte auf D^''^ mit x verbunden zwei Strahlen §|, |.j liefern, welche 
ß in dem, dem x entsprechenden Punktepaare x^, x^ schneiden. Von 
Xi und x.^ hat man nur noch an K die verlangten zwei Tangenten 
X,, X^ zu ziehen. 

3) Die Verzweigimgstangenten V und W und die Doppeltaiigeu- 
ten T|j, W|2 des zweideutigen Systems zu finden. 

Die Verzweiguügstangenten V und W sind die, von den Schnitt- 
punkten von JS, mit R an K gezogenen Taugenten. TJm die erwähn- 
ten Schnittpunkte v und w zu finden, zeichne man die zu J?, (als 
zum System R gehörig) entsprechende Gerade E,', indem man einfach 
den Schnitt von E, auf D'^^ mit x' verbindet. Die Schnitte von E, 
mit K, welche »', tv' heissen, sind aus 6 auf JSj zu projiciren, wodurch 
man die Punkte v und w erhalt, von welchen aus an K die beiden 
Verzweigungstangenten V und W gehen. Verbindet man nun die 
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Schnittpunite der Tangenten v,^', co,/ dei' Punkte v , w' auf .D''^^ mit 
den resp. Punkten v und w, so bestimmen die so erhaltenen Verbin- 
dungslinien Vjj ß)|j auf E die Doppelpunkte «^j, «Cu der zweideutigen 
Hülfsreihe, Von i!,,, w,^ gehen nun an .ff die beiden Doppeltangenten 
V^^, W^2 des zweideutigen Tangeutenaystems. 

Auch die in diesem Artikel vorgetragenen Conetructionsmethoden 
hätten durch Verwendung der im zweideutigen Tangentensyatenie auf- 
tretenden Involution niodificirt werden können. 

37. Mit der Theorie der einzweideutigen Punkt- und Tangenten- 
Systeme auf Kegelschnitten ist auch gleichzeitig jene der einzweideuti- 
gen Elementargebilde auf demselben Träger abgethan. 

Wir wollen uns daher nur darauf beschränken, zu zeigen, wie 
man zwei einzweideutige concentrische Strahlenbüschel mittelst ein- 
zweideutiger Punktsysteme eines Kegelschnittes, und zwei einzweideu- 
tige coaxiale Punktreihen mittelst einzweideutiger Tangeutensysteme 
eines Kegelschnitts vervollständigt. 

„Wenn zwei einzweideutige Strahlen bnsche! mit demselben Scheitel 
t durch die genügende Zahl von Bestimmungsstücken (Strahlen) ge- 
geben sind, dieselben zu vervollständigen." 

Man lege durch den iScheitel ( beider Büschel einen sonst will- 
kührlichen Construetionskreis K, welcher von den beiden Büscheln in 
zwei einzweideutigen Punktsystemen getroffen wird. War von den 
Büscheln eine genügende Zahl von Elementen gegeben, so wird man 
für die beiden Punktsysteme auf K ebenfalls eine genügende Zahl von 
Elementen erhalten. Man wird daher die beiden Punktsysteme auf K 
vervollständigen können und mit Hülfe derselben auch die beiden Bü- 
schel. Verbindet man nämlich ein Paar von entsprechenden Punkten, 
z. B. s, ^i der beiden Punktsysteme mit dem Scheitel t, so erhält man 
ein Paar Z, Zi entsprechender Strahlen der beiden Büschel. Man hat 
sich dabei an folgende Regel zu halten, welche eines Beweises gar 
nicht bedürftig ist: 

1) Ein Paar entsprechender Strahlen, wie z. B. Ä, J., der beiden 
Büschel trifft K in einem Paare a, a, enteprechender Punkte der bei- 
den Hülfspunktsjsteme ; ein Paar entsprechender Punkte, wie z und 2, 
der beiden Punktsysteme mit t verbunden, liefert ein Paar entspre- 
chender Strahlen der beiden Büschel, nämlich Z, Zy 

2). Insbesondere treffen die Verzweigungsstrahlen V und W des 
eindeutigen Büschels den Constructionskreis K in dem Verzweigungs- 
punktepaare V und w des eindeutigen Systems, und umgekehrt liefern 
die Verzweigungspunkte v^ w mit ( verbunden, die Verzweigungsstrah- 
len V, W des eindeutigen Büschels. 

3) Die Doppelstrahlen F,;, W^^ des zweideutigen Büschels treffen 
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K in den Doppelpunkten «j, und lüy^ des zwei(leutit,Ln Pmlt^\ tims 
und vice versa. 

4) Die drei Doppelstrahlen D\ D"^, D^ beider Buscliel tietteii K 
in den drei Doppelpuukteii rf', cP, ä? beider Systeme unl iimgekehit 

5) Ein zweifacher Doppelstrahl D'* oder ein dreifacher Doppel 
strahl D"* trifft K in einem resp. zweifachen Doppelpnnlit (7'* oder 
einem dreifachen Doppelpuntt i?''^ beider Punlrfsysteme und umgekehrt 
Mit einem Worte: die beiden Büscliel auf t sind mit den beiden 
Pnnktaystemen auf K perspectivisch gelegen, so zwai, dibS auch die 
singulären Elemente der Büschel mit den singuläreii Elementen der 
Punktsysteme perspectivisch liegen. 

Wir wollen in Kürze ein Beispiel skizziren : 

„Zwei ein zweideutige Strahlenbüschel mit dem gemeinschaftlicheji 
Scheitel t sind durch die fünf Strahlenpaare ÄA^, BB„ CC„ ]>D„ EE^ 
gegeben; man soll sie vervollständigen." 

Man lege durch t den Constructionskreis K, welcher die fünf 
Strahlenpaare in den fünf Punktepaaren aa^, bh,, cc^, dd„ eej der beiden 
einzweideutigen Punktsysteme schneidet. Die beiden Punktsysteme 
können nun nach Art. äß vervollständigt werden. Soll nun zu dem 
Strahle X, welcher zum eindeutigen Büschel zählt, das entsprechende 
Strahlenpaar X,, X, des zweideutigen Büschels conatruirt werden, so 
eonstruire man zu dem Schnittpunkte x von K und X, indem man 
denselben zum eindeutigen Punkteysteme rechnet, das im zweideutigen 
Systeme entsprechende Punktepaar a:,, w^, welches mit t verbunden, 
das verlangte Strahlenpaar liefert. 

Um zu dem Strahle Y", des zweideutigen Büschels den entspre- 
chenden Strahl Y des eindeutigen zu finden, suche man zu seinem 
Schnitt y^ mit K als zum zweideutigen System gehörig den entspre- 
chenden Punkt y, und verbinde diesen mit (; dann hat man Y. 

Die beiden Punktsysteme auf K haben drei Doppelpunkte ä', d^, d^, 
.welche mit t verbunden die drei Doppelstrahlen JÖ', D"^, 1)^ der beiden 
Büschel liefern. Ebenso erhält man, wenn man die Verzweigangspunkte 
Vf w des eindeutigen Systems und die Doppelpunkte jj,,, w,, des zwei- 
deutigen Systems mit t verbindet resp. die Verzweigungsstrahlen V, W 
des eindeutigen und die Doppelstrahlen F,2, W^^ des zweideutigen 
Büschels. 

Wie man zu verfahren hat, wenn unter den, die beiden Büschel 
bestimmenden Strahlenpaaren auch Verzweigungs- Doppelstrahlen oder 
mehrfache Doppelstrahlen vorkommen, wird aus den angeführten Re- 
geln leicht zu ersehen sein. 

Was für concentrische Strahlenbüschel gesagt wurde, gilt in reci- 
proker Form von coaxialen Punktreihen. 

Hat man auf einer und derselben Geraden T zwei einzweideutige 
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Punktreilieii etwa durch fünf Pimkfcepaare o«,, hh„ cCi, dd^, eCi gegeben 
und mau soll sie vervollstäncligeii, so lege man einen, T befülirenden, 
sonst beliebigen Constmctiimstreis und an diesen von den fünf Punkte- 
paaren die fünf Tangentenpaare AAi, BB^, CGi, DDi,BE, der beiden 
einzweideutigen Hülfstangentensysteme auf K. 

Diese zwei Tangentensysteme, werden also ebenfalls immer durch 
die erforderliche Zahl von Elementenpaaren gegeben sein und daher 
vervollständigt werden können. Soll nun zum Punkte x das entspre- 
chende Punktepaar x„ a:^ gefunden werden, so suche mau zu der von 
X aa K gezogenen Tangente X das entsprechende Tangentenpaar 
X|, X^, welches T in x„x,^ schneidet. Ebenso leicht findet man zu 
einem Punkte */, der zweideutigen Reihe den entsprechenden Punkt y 
der eindeutigen Reihe. 

Die drei Doppeltangenten D', D'^, D^ beider Tangentensysteme 
liefern auf T die drei Doppelpunkte cV, cV-, rf* beider Punktreihen und 
ebenso liefern die Tangenten Y, W, F^, TF^.j auf T resp. die Punkte 
V, w, Vy,, w^^, wobei die Bedeutung der Buchataben eine bekannte ist. 
Man sieht also, dass man in der That die auf concentrische Bü- 
schel und coaxiale Reihen bezüglichen i'ragen Übertragen kann auf 
Pimkt- und Tangenten Systeme eines Kegelschnittes. Die Analogie der 
CoDstruetion mit jener, wie sie bei projecti vischen Gebilden auftritt, 
wird bei Verwendung der vorgetragenen Prinzipien eine w^entliche 
Erleichterung verachaifen. 

Wir bemerken noch einmal, dass für Punktreihen dieselben Regeln 
gelten, wie wir sie im Anfange dieses Artikels für Büschel aufstellten, 
natürlich aber in reciproker Form. 

Ich halte mich bei diesem Gegenstande um so lieber nicht länger 
auf, als ich bei Gelegenheit der Theorie der Curven dritter Ordnung 
und vierter Claßse, dritter Ordnung und dritter Classe und schliesslich 
jener der vierten Ordnung und dritten Classe auf diese Sachen in ihrer 
Anwendung zurückkomme und sieh dieselben viel klarer darbieten 
werden. 

38. Es erübrigt nur noch eine Frage zu erledigen, welche in 
Art. 9 aufgeworfen wurde und die Entstehung der Doppelelemente 
zweier einzweideutigen Gebilde auf demselben Träger betrifft. Wir 
wollen uns zwei einzweideutige Strahlenbüsehel mit demselben Scheitel 
t denken. 

Ein Doppelstrahl i>' derselben entsteht dadurch, dass ein Strahl 
des einen Büschels mit einem ihm im zweiten Büschel entsprechenden 
Sti'ahle zusammenfällt oder kurz durch das Zusammenfallen eines ein- 
fachen Paares entsprechender Strahlen. Es kann nun auch geschehen, 
dass ein Verzweiguugsstrahl, z. B. V mit dem ihm entsprechenden 
Doppelstrahl V^i zusammenfällt und es fragt sich dann: „entsteht ein 
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Doppelstralil beider Biiseliel von gewöhnlicher Art oder hat man einen 
solchen als einen zweifachen Doppelstrahl zu betrachten?" Denn in 
der That fällt in diesem Falle der Strahl V mit beiden ihm entspre- 
chenden Strahlen Fj und V.^ zusammen. 

In dieser Angelegenheit erhalten wir von den einzweideutigen 
Punktsystemen auf einem Kegelschnitte Aufklärung, indem ja die, die 
Büschel betreffenden Fragen von den Punktsystemen beantwortet werden. 
Geht man nun in die Figur 21 (Taf, III) zurückj wo rf', cP, cP die 
drei Doppel- und v, w die zwei VerzweiguDgspunkte aiud, so findet 
sich sofort, dass der von uns angeführte Fall eintritt, wenn der Re- 
ductionskegelschnitt durch v gehend ev beriihrt. Dann ist v der Ver- 
zweigui^s- und zugleich der Doppelpunkt, wessbalb er mit v^^ zusam- 
menfallen muss. Man sieht auch gleich, dass diesem besonderen Falle 
nur eine spezielle Anordnung des Trägers K zu dem Reductionakegel- 
schnitt M entspricht und dass dabei die übrigen Doppelpunkte (l^, cP 
in ihrer Natur keine Veränderung erleiden. Ja es kann noch auch 
weiter jyund jk^ mit cP zusammenfallen, d, h. es können zwei Doppel- 
punkte der betrachteten speziellen Natur auftreten und es gibt dann 
noch immer einen dritten Doppelpunkt cP. Wir können daher s^en: 
„Das Zusammenfallen eines Verzweigungselementes 
mit dem ihm entsprechenden Doppelelemente erzeugt ein 
gewöhnliches Doppelelemeut beider Gebilde." 

Dur-ch diese AntwoH; ist die aufgeworfene Frage in demselben 
Sinne erledigt, wie es in Art. 9 angedeutet wurde. 
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Zweiter Tlieil. 

„Geometrie der Ciivven dvitter Ordnung mit einem Doppel- 
punkte, der Curven dritter Clause mit einer Doppeltangente 
und der Curven dritter Ordnung dritter Classe." 
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1. Wir haben in Art, \2. des ersten Theiles geseteii, dsas zwei 
ein- zweideutige Gebilde die Ourven dritter Ordnung mit einem Doppel- 
punkte und jene der dritten Classe mit einer Doppeltangente als Er- 



Wir wollen der Kürze halber eine algebraische Curve mit dem 
Buchstaben G bezeichnenj welchem oben der Ordnungs- und unten der 
Ciassenindex der Curve beigefügt werden soll. Eine Gur?e dritter Ord- 
nung mit einem Doppelpunkte ist von der vierten Classe, weashalb ihr 
Symbol Cj^ ist; eine Curve dritter Classe mit einer Doppeltangente ist 
von der vierten Ordnung und wird daher mit Cj^ bezeichnet. 

Zwischen den beiden Curvenarten C^^ und Cj* steht als Mittelglied 
die Curve dritter Ordnung und dritter Ciasse, deren Symbol Cg^ ist 
und welche eine Spitze und eine Wendetangente besitzt. Diese Curve 
entsteht ebensogut aus C^^ wie aus C^* und zwar aus der erateren da- 
durch, dass die Tangenten des Doppelpunktes zusammenfallen, und aus 
der letzteren dadurch, dass die Berührun ^punkte der Doppeltangente 
zusammenfallen. Es bildet desahalb die Curve Cg' eine Uebergangsart 
zwischen C^^ und C^*. Wir fassen die Curve C^^ als eine Ortscurve 
auf, da wir sie nur durch zwei Strahlenbüschel entstehen sahen, und 
ebenso die Curve C-/ nur als Enveloppe, da sie uns nur als das Er- 
zeugniss von Punktreihen entgegentrat. Die Curve Cg^ dagegen kann 
von ans ebensowohl als Ortscurve, wie auch als Enveloppe betrachtet 
■werden, da sich alle Eigenschaften an ihr in reciproker Art vorfinden. 
Jede Eigenschaft, die ihr als Ort eines Punktes zukommt, findet 
sich in reciproker Fassung an ihr als Enveloppe gleichfalls vor. 

2. Wir wissen, dass zwei ein -zweideutige Strahlenbflschel, wenn 
sie sich nicht in reducirter Lage befindeuj jedesmal eine Curve dritter 
Ordnung mit einem Doppelpunkte erzeugen. Es erübrigt nun zu zei- 
gen, dass umgekehrt jede solche Curve als das Erzeugniss zweier ein- 
zweideutigen Büschel angesehen werden könne. 

Eine Curve C^^ dritter Ordnung mit dem Doppelpunkte d i'ig. 1 
(Taf. IV) wird von jeder Geraden ihrer Ebene in drei Punkten ge- 
troffen. Geht die Gerade durch den Doppelpunkt d, so fallen zwei 
von den drei Schnittpunkten in diesen Punkt. Jede durch 6 gehende 
Gerade schneidet demnach die Curve ausser in S nur noch einmal. 
Jedem Punkte der Curve entspricht auf diese Weise ein, durch den 
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Doppelpunkt gehender Strahl und lamgefeebrt. Wir wollen einen durch 
den Doppelpunkt ö gehenden Strahl kurz einen Doppelpunktstrahl 
nennen und den Punkt, in welchem er die Curve C,^ trifft, als den ihm 
„entsprechenden" Punkt bcKeichnen. So wäre z. B. in der Figur 
ßi der dem Strahle Ä^ entsprechende Punkt und umgekehrt Ä^ der dem 
Punkte a^ entsprechende Doppelpiinktstrahl. 

„Die Punkte der Curve 0^^ sind den Strahlen aus ö per- 
spectjvisch zugeordnet und umgekehrt." 

Durch den Doppelpunkt 8 gehen zwei Zweige der Curve und es 
gibt demnach zwei Punkte, welche dem Doppelpunkte unendlich nahe 
liegen. Die ihnen entsprechenden Strahlen sind die Tangenten ö,, G2 
der Curve im Doppelpunkte. Wir nennen diese Tangenten kurz die 
„Doppelpunktstangenton." Wenn man durch einen beliebig auf der 
Curve C/ gewählten Punkt t Strahlen zieht, so wird jeder derselben 
die Curve in einem weiteren Punktepaar treffen. So z. B. der Strahl 
Ä in ßj, Oj, der Strahl B in J)„ h^ u. s. w. Jedem Strahle des Büschels 
i! entspricht auf diese Weise ein Punktepaar der Curve, und wenn man 
von den Punkten der Curve auf die ihnen entsprechenden Doppel- 
punktsstrahlen übergeht, so kann man jedem Strahle des Büschels t 
ein Strahlenpaar des Büschels S entsprechen lassen. Wenn man 
die Doppelpunktsstrahlen mit denselben aber grossen Buchstaben be- 
zeichnet wie die Punkte der Curve, denen sie enteprechen, so enspricht 
dem Strahle Ä des Büschels t das Strahlenpaar A^, A.^ des Büschels S, 
dem Strahle H das Strahleupaar If,, U, u. s. f. Fragt man nun um- 
gekehrt: wie viele Strahlen des Büschels t entsprechen einem Stralile 
des Büschels d? — so erhält man zur Antwort: Jedem Strahle des 
Büschels S entspricht ein Strahl des Büschels t. Der erstere Strahl 
schneidet die Curve C^ in einem Punkte, welcher mit t verbunden den, 
ihm entsprechenden Strahl des Büschels t liefert. Die beiden Strahlen- 
büschel t und Ö sind somit in einer derartigen Beziehung, dass jedem 
Strahle des ersteren ein Strahlenpaar des letzteren, aber jedem Strahle 
des letzteren nur ein einziger Strahl des ersteren entspricht. 

Die beiden Büschel t und S sind somit nach Art. 4 des 1. Theilea 
in ein-zweideutiger Beziehung oder es sind zwei ein-zweideutige Büschel. 
Unsere Curve C^ erscheint als das Erzengniss der beiden Büschel 
( und e. 

Das eindeutige Büschel hat t und das zweideutige hat 8 zum 
Scheitel. 

Der Scheitel t des eindeutigen Büschels war ein ganz beliebig ge- 
wählter Punkt der Curve C^. Jeder Lage des Punktes t entspricht 
ein besonderes, die Curve erzeugendes Büschelpaar, doch haben alle 
so auftretenden zweideutigen Büschel den Doppelpunkt S der Curve 
zum gemeinschaftlichen Seheitel. 
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Da die Strahlenpaare Ai Ä^, B, B^ . . . des zweideutigen Büschels 
eine quadratische Involution bilden (Art. 11, 1. Th.), so können wir 
folgenden Satz aussprechen; 

„Verbindet man die aufstrahlen aus einem Punkte der 
Curve durch diese bestimmten Punktepaare mit dem Dop- 
pelpunkte durch Strahlen, so bilden diese eine quadratische 
Strahleninvolution." 

Jedem Punkte t der Curve C^^ entspricht auf diese Art eine 
Strahleninvolution mit dem Scheitel d, welcher Involution auch das 
Doppelpunktstangentenpaar als ein Strahlenpaar angehört. Denn, 
wenn der durch t gehende Strahl des eindeutigen Büschels in die Lage 
G übergeht, in welcher er auch den Punkt d enthält, BO bestimmt or 
auf Q^ das dem Doppelpunkte unendlich nahe Puuktepaar, welchem 
das Tangentenpaar G^, G^ entspricht. 

Dieses Strahlenpaar G, G^ gehört also allen Involutionen an, wie 
sie den verschiedenen Lagen des Punktes t entsprechen. 

Die Doppelstrahlen dieser Involutionen werden daher selbst wieder 
eine Involution bilden, deren Doppelstrahlen G, Gj sind. 

Wir kommen darauf gleich wieder zurück und wollen jetzt Aas ins 
Auge gefasste Büschelpaar t, 3 noch näher betrachten. 

Von besonderem Interesse sind die Verzweigungsstralilen des ein- 
deutigen Büschels t (1. Th. Art. 7.). Es werden diess jene zwei 
Strahlen sein, welche die Cm-ve in zwei zusammenfallenden Punkten 
schneiden, also berühren. 

„Die Verzweigungsstrahlen des eindeutigen Büschels 
sind die von seinem Seheitel an die Curve gezogenen bei- 
den Tangenten." 

Es sind diess in der Figur die Strahlen V und Tl^''. Die Tangente 
V berührt C^^ in v^^ und W in w-^y 

Die von d nach v,^ imd wiji gehenden Strahlen Vy^ und T^i^ sind 
die Doppeletrahlen des zweideutigen Büschels. 

„Die Doppelstrahlen des zweideutigen Büschels schnei- 
den die ihnen resp. entsprechenden Verzweiguugsatrahlen 
in den Berührungspunkten der letzteren mit der Curve." 

Der Winkel der DoppelstraMen Fj,, W^^ wird von jedem Strahlen- 
paare des zweideutigen Büschels harmonisch gefeheilt. So sind also 
J-i A2 F,2 Tl^j;, ByB^ Vi2 Wj2 u. s. w. Gruppen harmonischerstrahlen. 
Dem gemeinschaftlichen Strahle beider Büschel entspricht, wenn 
man ihn zum eindeutigen Büschel rechnet, das Doppelpunktstaugenten- 
paar im zweideutigen Büschel. 

Rechnet man ihn jedoch zum zweideutigen Büschel, so mag er, 
wie im Art, 22. des 1. Theiles, mit L, bezeichnet werden. Es ent- 
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spricht ihm dann im eindeutigen Büsehel nach dem daselbst Gesagten 
die Tangente L der Curve C^ im Punkte t. 

3. Dasselbe, was über Curven dritter Ordnung mit einem Doppel- 
punkte gesagt wurde, gilt in reciproker Form von den Curven dritter 
Classe mit einer Doppeltangente, wesshalb wir uns darüber ganz kurz 
fassen wollen. 

Sowie das Erzeugniss zweier einzweideutigen Büschel im Allge- 
meinen eine Curve C^ dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte ist, 
so erzeugen zwei ein zweideutige Punktreihen eine Curve dritter Classe, 
für welche der Träger der zweideutigen Reihe eine Doppeltaiigeute ist. 
Umgekehrt kann auch jede vorliegende Curve C^* dritter Classe 
mit einer Doppeltangente J Fig. 2 (Taf. IV) auf unendlich viele Arten 
durch zwei ein-zwei deutige Punktreihen entstanden gedacht werden. 

Durch jeden Punltt der Ebene gehen drei Tangenten der Curve 
Cj*. Liegt der Puntt jedoch auf der Doppeltangente, so geht ausser 
dieser nur noch eine einzige Tangente durch ihn. So entspricht jedem 
Punkte der Doppeltangente z7 eine Tangente der Curve und umge- 
kehrt jeder Tangente ein Punkt auf ^. 

Nimmt man nun eine beliebige Tangente T der Curve an, so 
gehen von jedem ihrer Punkte an die Curve C^* zwei Tangenten, 
weiche die Doppeltangente ^ in einem Punktepaar schneiden. 

So z. B. von a die Tangenten Ä^, Ä.^, welche ^ in dem Punkte- 
paare ö], «2 und von b die Tangenten ßj ifj, welche d in 6„ h„ schnei- 
den. Jedem Punkte {a) von T kann man das Punktepaar (ö,, a.^ von 
jd zuordnen, in welchem diese DoppeUangente von dem durch den 
Punkt gehenden Tangentenpaar (J., J.,) geschnitten wird. 

In dieser Art entspricht jedem Punkte von T ein Punktepaar von 
^ und jedem Punkte von ^ ein einzelner Punkt von T. 

Die beiden Punktreihen T und ^ sind in einzweideutigßr Be- 
ziehung, so zwar, dass T die eindeutige und z/ die zweideutige Reihe 
ist; die Curve C3' erscheint als das Erzeugniss der beiden Reihen. 
Man sieht also, dass, weil die Tangente T ganz beliebig gewählt wurde, 
die Curve Cj* als das Brzeugniss unendlich vieler ßeihenpaare be- 
trachtet werden könne. Die sammtlichen hierbei auftretenden zwei- 
deutigen Reihen besitzen die Doppeltangente ^J zum gemeinsamen 
Träger. 

Wegen der durch die zweideutige Reihe gebildeten Involution kön- 
nen wir folgenden die Curven dritter Cl^se mit einer Doppeltangente 
betreffenden Satz aussprechen: 

„Die von Punkten einer Tangente der Curve an sie 
gellenden Tangentenpaare bestimmen auf der DoppeUan- 
gente eine quadratische Punktinvolution." 

Auf diese Art entspricht joder Tangente der Curve auf der Doppel- 
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i eine besondere Involution. Alle diese Involutionen besitzen 
ein gemeinschaftliches Punktepaar, nämlich jenes, in welchem die Curve 
von der Doppeltangeute berührt wird. Dieses Punbtepaar </, g^ ent- 
spricht dem jeweiligen Schnittpunkte g von T mit z/, dem gemein- 
schaftlichen Punkte der beiden Reihen. 

Die Doppelpunkte aller der auf z/ entstehenden Puulvtinvolutionen 
bilden daher selbst wieder eine Involution, deren Doppelpunkte ffi, g^ sind. 
Die Verzweignngspmikte v und w der eindeutigen Reihe auf T 
sind offenbar die beiden Schnittpunkte dieser Tangente mit der Ourve G^*. 
Denn von diesen gehen an die Curve die Paare zusammenfallende!' 
Tangenten V^^ und W^.^, welche dann die Doppeltangente -d in den 
Doppelpunkten «u und «o,, der zweideutigen Reiiie treffen. 

„Die Verzweigungspunkte der eindeutigen Reihe sind 
die Schnittpunkte des Trägers mit der Curve." 

„Die Doppelpunkte der zweideutigen lleihe mit den 
ihnen resp. entsprechenden Verzweigungspunkten verban- 
den, liefern die Tangenten der Curve in den letzteren." 

Es. versteht sich von selbst, dass die Punktgrnppen : v,j w^^ ß, %, 
^12 ''^n ^\ \> ^- ^- ^- harmonisch sind, da v^^ und w^^ die Doppelpunkte 
der Involution auf J sind. 

Es wurde schon gesagt, dass dem gemeinschaftlichen Punkte g 
beider Reihen in der zweideutigen ßeihe das Berührungspaar </,, g,^ der 
Doppeltangeute entspricht. Wenn man diesen Punkt g zu der zwei- 
deutigen Reihe rechnet, so soll er mit l^ bezeichnet werden, und es 
entspricht ihm dann auf T der Berührungspunkt l dieser Tangente mit 
der Curve. 

4. Wenn zwei projectivische Gebilde in eine Ebene gelegt wer- 
den, so erzeugen sie immer einen Kegelschnitt. Dabei denken wir 
uns entweder zwei projectivische Punktreihen oder aber zwei projecti- 
vische Strahlenbüschel und denken uns dieselben nicht in perspectivi- 
scher Lage, weil dann entweder ein Punkte- oder Geradenpaar als Er- 
zeuguiss auftreten würde. 

Es fragt sich nun, ob, wenn zwei einzweideutige Gebilde nach und 
nach in verschiedene gegenseitige Lagen gebracht werden, immer eine 
und dieselbe Curvenart entstehe oder nicht. 

Wir wollen uns mit dieser Frage beschäftigen, aber im Vorhinein 
die reducirte Lage der beiden Gebilde (siehe Art. 13, und 14. des 
1. Theiles) ausschliessen, weil in dieser das Etzeugniss immer in einen 
Kegelschnitt und eine Gerade oder einen Punkt zerfällt. 

Wir denken uns zimächst zwei ein- zweideutige Strahlbfisehel. Das 
eindeutige habe den Scheitel t und das zweideutige den Scheitel d\ 
beide werden in eine Ebene hineingelegt. 

Das Erzeugniss derselben wird eine Ourve dritter Ordnung sein. 
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welche in S einen Doppelpuiilct besitzt uiilI welulior ancli tief Punkt t, 
angehören wird. 

Waa nun die Natur des Doppelpunktes d anbelangt, so haben wir 
zwei Fälle zu unterscheiden. 

Das zweideutige Büschel kann nlimlick entweder reell oder aber 
coniplex aein (siehe Art. 8. des 1. Theilea). Erstens, sei das zweideu- 
tige Büschel d reell. Dann entspricht jedem Strahle des Büschels t 
ein reelles Strahlenpaar des Büschels 8. Mögen also die beiden Bü- 
schel wie immer zu einander gelegt werden, es wird immer dem ge- 
meinschaftlichen Strahle G beider Büschel, im zweideutigen Büschel 
1 reelles Stralilenpaar G^ Q^ entsprechen. Da dieses Strahlenpaar 
i Tangenten der erzeugten Curve C,^ im Doppelpunkte 8 bildet, so 
¥ird dieser Doppelpunkt unier allen Bedingungen ein eigentlicher 
In diesem Falle sind die Verzweigungsstrahlen des eindeutigen 
Büschels imaginär, wesshalb der Scheitel t desselben ein solcher Ptmkt 
der Curve wird, von welchem aus au sie keine reelle Tangente gezogen 
werden kann. Also: 

„Legt man ein eindeutiges mit einem ihm verwandten 
reelleu zweideutigen Strahlenbüschel in eine Ebene, so 
erzeugen die beiden Büschel in jeder Lage eine Curve drit- 
ter Ordnung mit einem eigentlichen Doppelpunkte. Der 
Scheitel des eindeutigen Büschels wird ein solcher Curveu- 
punkt, von welchem sich an die Curve keine reelle Tan- 
gente ziehen lässt." 

Wenn zweitens das zweideutige Büschel complex ist, so wird das 
eindeutige durch die beiden Verzweigungsstrahlen in zwei Partien so 
getheilt, daas jedem Strahle der einen ein reelles, und jedem Strahle 
der anderen ein imaginäres Strahlenpaar des zweideu^gen BUschels 
entspricht. Wir wollen, des kürzeren Ausdruckes wegen, die erste 
Partie als den „reellen Theil," und die zweite als den „imagi- 
nären Theil" des eindeutigen Büschels bezeichnen. 

Der Scheitel 8 des zweideutigen Büschels kann nun beim An- 
einanderlegen der beiden Büschel im Allgemeinen in den einen oder 
den anderen Theil des eindeutigen Büschels fallen. 

Fällt 8 in den reellen Theil des Büschels t, so wird der gemein- 
schaftliche Strahl Gr beider Büschel jedenfalls ein solcher sein, welchem 
im zweideutigen Büschel ein reelles Strahlenpaar Gi G^ entspricht. In 
diesem Falle ist also 8 wieder ein eigentlicher Doppelpunkt, der durch 
die beiden Büschel erzeugten Cuiwe C^^. Fällt jedoch der Scheitel 8 
in den imaginären Theil des eindeutigen Büschels, so wird das, dem 
gemeinsamen Strahle G entsprechende Strahlenpaar C, G-j imaginär 
und folglich 8 ein isolirter Doppelpunkt der erzeugten Curve werden. 
In beiden Fällen ist jedoch das vom Punkte t aus an C^^ gehende 
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Tangenfcenpaar (das Verzweigungsstrahlenpaar des oindoutigeu Büschels) 
der Annahme gemüss reell. Wir können desshalb sagen: 

„Legt man ein eindeutiges mit einem ihm verwandten 
coraplexen zweideutigen Strahlenbüschel in eine Ebene, so 
erzeugen die beiden Büschel eine Ourve dritter Ordnung 
mit einem eigentlichen oder isolirteu Doppelpunkte, je 
nachdem der Seheitel des zweideutigen Büschels in den 
reellen oder imaginären Theil des eindeutigen Büschels 
zu liegen kömmt. Der Scheitel des eindeutigen Büschels 
wird ein solcher Curvenpunkt, von welchem sich an die 
Curve zwei reelle Tangenten ziehen lassen," 

Die Natur der durch die beiden Büschel erzeugten Curve ist also 
abhängig von der Natur des beiden Büscheln gemeinschafthchen Strahles. 
Entspricht diesem im zweideutigen Büschel ein reelles Strahlenpaar, 
so entsteht eine Curve mit eigentlichem Doppelpunkte; entepricht ihm 
ein imaginäres Strahlenpaar, so entsteht eine Curve mit isolirtem 
Doppelpunkte. 

Der gemeinschaftliche Strahl beider Büschel kann jedoch auch 
von ganz besonderer Natur sein. Er kann nämlich ein Doppelstrahl 
des zweideutigen, oder ein Verzweigungsstrahl des eindeutigen Bü- 
schels sein. 

Ist es ein Doppelstrahl des zweideutigen Büschels, so sehneidet er 
den ihm entsprechenden Verzweigungsstrahl des eindeutigen Büschels 
im Scheitel des letzteren. Der Berührungspunkt der einen vom Scheitel 
des eindeutigen Büschels an die erzeugte Curve gelegten Tangente 
fällt in diesen Scheitel, wesshalfa er ein Inflexionspunkt der Curve wird. 
Wenn wir, um etwas Bestimmtes vor Äugen zu haben, annehmen, 
dass der Doppelstrahl Vy, zum gemeinsamen Strahle wird, so fällt Fjj 
mit L^ und daher V mit L zusammen, d. h. die vom Scheitel t des 
eindeutigen Büschels an die Curve C^^ gezogene Tangente V fällt mit 
der im Punkte t an C^^ gezogenen Tangente L zusammen und somit 
ist t wirklich ein Inflexionspunkt der Curve. Somit: 

„Legt man ein complexes zweideutiges Büschel so zu 
einem ihm verwandten eindeutigen Büschel, dass ein Dop- 
pelstrahl des ersteren durch denSeheitel desletzteren hin- 
durchgeht, so entsteht eine Curve dritter Ordnung mit 
einem Doppelpunkte, für welche der Scheitel des eindeu- 
tigen Büschels ein Inflexionspunkt ist." 

Die Inflesionstangente ist der dem betreffenden Doppelstrahle ent- 
sprechende Verzweigungsstrahl. Der Doppelpunkt kann hierbei sowohl 
ein eigentlicher als auch ein isolirter werden. — Wenn der gemein- 
schaftliche Strahl beider Büschel ein Verzweigungs strahl des eindeuti- 
gen Büschels ist, so entspricht ihm im zweideutigen Büschel ein Paar 
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zusammenfallender Strahlen, riämlieb ein Doppelstralil. Das dem ge- 
meinsamen Strahle entspreehende Strahlenpaar bildet jedoch die Tan- 
genten der erzeugten Cnrve im Doppelpunkte. Die beiden Tangenten 
des Doppelpunktes fallen also in diesem Falle zusammen, oder der 
Doppelpunkt wird zu einem Rückkebrpnnkte oder zu einer Spitze. 
Daher : 

„Legt man ein eindeutiges Strahlenbüsehel so zu einem 
ihm verwandten complexeu zweideutigen, dass ein Ver- 
zweigungsstrahl des ersteren durch den Scheitel des letz- 
teren hindurchgeht, so entsteht eine Curve dritter Ord- 
nung mit einem Rückkehrpunkte." 

Die Tangente des Rückkehrpunktes ist der dem betreffenden Ver- 
zweigungsstrahle entsprechende Doppelatrahl. 

Es wird Aufgabe des nächsten Artikels sein, zu zeigen, dass eine 
Curve dritter Ordmmg mit einem Rücbkehrpunkte von der dritten 
Classe ist. — 

Aehnliche Betrachtungen gelten für die Curven C.j^ der dritten 
Classe mit einer Doppeltangente. 

Hat man zwei ein - zweideutige Pnnktreiheu 'J', z/, von welchen 
die zweideutige Reihe reell ist, so erzeugen sie in jeder Lage in einer 
Ebene eine Curve dritter Classe mit einer eigentlichen Doppeltangente. 
Die Berührungspunkte der Doppeltangente ^ mit der erzeugten Curve 
Cj* entsprechen dem Schnittpunkte g von T und z/, und sind nach 
Annahme immer reell. 

„Wenn die zweideutige Reihe von zwei ein-zweideuti- 
gen Reihen reell ist, so erzeugen sie immer eine Curve 
dritter Classe mit eigentlicher Doppeltangente. Die zwei 
Schnittpunkte des Trägers der eindeutigen Reihe mit der 
erzeugten Curve sind immer imaginär." 

Denn diese zwei Schnittpunkte sind ja die zwei, in diesem Falle 
imaginären Verzweigungspunkte der eindeutigen Reihe. Ist die zwei- 
deutige Reihe complex, so sind die Verzweigung«- und Doppelpunkte 
reell, und erstere tbeilen die eindeutige Reihe in zwei Partien; den 
reellen und den imaginären Theil. Der reelle Theil ist jener, welcher 
solche Punkte enthält, denen in der zweideutigen Reihe reelle Punkte- 
paare entsprechen, und der imaginäre Theil ist jener, dessen Punkten 
imaginäre Punktepaare entsprechen. 

Da nun die Berührungspunkte der Doppeltangente dem gemein- 
schaftliehen Punkte beider Reihen entsprechen, so wird diese eine 
eigentliehe sein, wenn der gemeinschaftliche Punkt im reellen Theile 
der eindeutigen Reihe liegt, oder mit anderen Worten, wenn der 
Träger A der zweideutigen Reibe den Träger T der eindeutigen im 
reellen Theile schneidet. Schneidet A den Träger T im imaginären 
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Thejle, so wird die Doppeltangente eine isolii'te (ideelle). Wir können 
demnach sagen; 

„Eine eindeutige mit einer iLr verwandten complexen 
zweideutigen Reihe erzeugt eine Cuvve dritter Classe mit 
einer eigentlichen oder nur ideellen Doppeltangente, je 
nachdem die eindeutige Üeihe von der zweideutigen im 
reellen oder imaginären Theile geschnitten wird. Die bei- 
den Schnittpunkte der eindeutigen Reihe mit der erzeug- 
ten Curve sind immer reell." 

Denn diese Schnittpunkte sind die Verzweigungspunkte der ein- 
deutigen Reihe, welche nach Annahme eomplex ist. Wir haben nun 
noch die Fälle zu betrachten, wenn der gemeinschaftliehe Punkt bei- 
der Reihen ein Doppel- oder ein Verzweigungspunkt ist. 

Ist der gemeinschaftUche Punkt ein Doppelpunkt der zweideutigen 
Reihe, etwa der Punkt w,;, so ist T als Verbindungslinie von v mit 
Vy^ (weil V und v^^ jetzt auf T liegen) die Curventangente im Punkte v. 
Da nun «^ mit i, (= g) zusammenfällt, so fällt auch l auf v oder mit 
anderen Worten; der eine von den beiden Schnittpunkten der Tan- 
gente T mit der Cnrve fällt mit ihrem Berührungspunkte {Vj zusam- 
men, wesshalb T, da wir es mit einer Enveloppe zu thun haben, eine 
Spitzentangente der Curve wird. Die Spitae oder der Ruckkehrpunkt 
ist der Punkt v selbst. 

„Legt man eine complexe zweideutige Punktreihe so 
auf eine ihr verwandte eindeutige Reihe, dass ein Doppel- 
punkt der ersteren auf die letztere fällt, so erzeugen die 
beiden Reihen eine Curve dritter Classe mit einer Doppel- 
tangente, für welche Curve der Träger der eindeutigen 
Reihe eine Rückkehrtangente ist." 

Ist der gemeinschaftliche Punkt beider Reihen ein Verzweigungs- 
punkt der eindeutigen Reihe T, so entspricht ihm auf ^ ein Doppel- 
punkt. Es fallen also die Berührungspunkte der Doppeltangente zu- 
sammen, und diese wird dadurch eine Wende- oder Inflexionstangente. 
Wir werden im nächsten Artikel zeigen, dass die erzeugte Curve von 
der dritten Ordnung sei, können aber jetzt das Ergebniss folgender- 
masaen ausdrücken: 

„Legt man eine eindeutige Punktreihe so zu einer com- 
plexen ihr verwandten zweideutigen, dass ein Verzwei- 
gungspnnkt der ersteren auf letztere fallt, so entsteht eine 
Curve dritter Classe mit einer Wendetangente." 

Der Inflexionspunkt ist der dem betreffenden Verzweigungspunkte 
entsprechende Doppelpunkt. 

5. W'ir haben im vorhergehenden Artikel bei einer besonderen 
Lage der ein- zweideutigen Gebilde gesehen, dass deren Erzengnisse 
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Ourvea dritter Ordnung mit einem Rückliehrpuakte uud dritter Claese 
mit einer Wendetangente werden. Es soll nun gezeigt werden, dass 
diese beiden Curvenarten identisch sind. Den Beweis werden wir da- 
durch fahren, dass wir zeigen, dass die erstere Currenart von der 
dritten Olasse und die letztere von der dritten Ordnung ist. 

Gehen wir zunächst von einer Curve C^* dritter Ordnung mit 
einem Doppelpunkte, also von der vierten Classe aus. Wir haben im 
Art. 2. gesehen, dass jedem Punkte t der Curve eine Strahleniuvolution 
entspricht, welche den Doppelpunkt S zum Scheitel hat und welche 
entsteht, indem man Strahlen durch t legt und deren Schnittpunkte- 
paare mit der Curve aus d durch Strahlenpaare projieirt. Die Doppel- 
strahlen dieser Involution theilen den Winkel des Doppelpunktstangen- 
tenpaarea G^, G^ harmonisch und schneiden die Curve C^^ in den Be- 
rührungspunkten der, von t an sie gezogenen Tangenten. 

Wird aus dem Doppelpunkte 8 eine Spitze, so fallen seine Tan- 
genten <?„ (?2 zusammen und bilden einen, allen den einzelnen Punkten 
der Curve entsprechenden Involutionen gemeinschaftlichen Doppelsti'ahl, 
welcher die Curve ausser in der Spitze weiter nicht mehr schneidet. 
Von den zwei durch einen heliebigen Punkt der Curve an sie gehen- 
den Taugenten bleibt daher nur eine einzige eine eigentliche, indem 
die andere durch die Verbindungslinie des Punktes mit dem Rückkehr- 
punkte ersetzt wird. 

Von jedem Punkte der Curve lässt sich au. dieselbe nur eine ein- 
zige Tangente ziehen, und da die Tangente in dem Punkte für zweie 
zählt, so haben wir im ganzen drei durch den Punkt gehende Tan- 
genten und somit ist die Cmve von der dritten Classe. 

Die Classenzahl einer allgemeinen Curve dritter Ordnung ist sechs 
und wird durch das Auftreten eines Doppelpunktes auf vier und durch 
das Auftreten einer Spitze auf drei reducirt. 

„Eine Curve dritter Ordnung mit einem Riickkehr- 
punkte ist von der dritten Olasse." 

Das Symbol für dieselbe ist demnach: C^. 

Das Reciproke ti-itt bei den Curven G^^ dritter Classe mit einer 
Doppeltangente ein, wenn diese Doppeltangente durch das liuaammen- 
fallen ihrer Berührungspunkte zu einer Wendetangente wird. 

Von den zwei Schnittpunkten irgend einer Tangente der Curve 
mit dieser bleibt nur einer ein eigentlicher, weil der andere durch den 
Schnittpunkt der Tangente mit der Wendetangente ersetzt wird. Jede 
Tangente hat also drei Punkte mit der Curve gemein und sonach ist 
die Curve von der dritten Ordnung. 

Die allgemeine Curve dritter Classe, welche von der sechsten Ord- 
nung ist, wird von der vierten Ordnung beim Auftreten einer Doppel- 
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tangente und nur mehr von der dritten Ordnung, wenn eine Wende- 
tangente auftritt. 

„Eine Ourve dritter Clasae mit einer Wendetangente 
ist von der dritten Ordnung." 
Ihr Symbol ist ebenfalls C^^. 

Die beiden Curvenarten sind also wirlslicli identisch. Wir werden 
später sehen, daaa sich leicht beweisen liisst, dass eine Curve dritter 
Ordnung mit einer Spitze nur eine Inflexionstangente und eine Curve 
dritter Classe mit einer Inflexionstangente nur eine Spitze haben könne 
und haben müsse. 

6. Von jedem Punkte t einer Curve C^^ dritter Ordnung mit 
einem Doppelpunkte lassen sieh an dieselbe zwei (reelle oder imagi- 
näre) Tangenten V und W ziehen, welche die Curve an. den resp. 
Punkten v^j und w^^ berüliren. Die beiden Punkte w^j und zo^^ wollen 
wir in Bezug auf den Punkt ( als die diesem Punkte „zugeordneten 
Punkte" bezeichnen. Der Punkt t ist für die ihm zugeordneten Punkte 
der TangenÜalpunkt. Dieselben zwei Punkte sollen zur Bezeichnung 
ihrer gegenseitigen Beziehung, zwei ,,coDJugirte Punkte" genannt 
werden. 

„Zwei conjugirte Punkte') der Curve sind solche, welche 
einen und denselben Tangentialpunkt besitzen." 

Wenn wir die zwischen den Curvenpunkten bestehenden, Beziehun- 
gen auf die ihnen entsprechenden Doppelpunktsstrahlen übertragen, 
so sollen die beiden durch w,j und w^ gehenden Strahlen V^^ und IF^ 
(bekanntlich nichts anderes als die Doppelstrahlen der dem Punlito t 
entsprechenden Strahleninvolution mit dem Scheitel S) als die, dem 
durch t gehenden Doppelpunkiastrahle, welchen wir S nennen wollen, 
„zugeordneten Doppelpunktsstrahlen" bezeichnet werden. Den Strahl 
S können wir dann den „Tangentialstrahl" der Strahlen V^^ und 
W,2 nennen. 

„Jedem Doppelpunktsstrahle ist ein Strahlenpaar zu- 
geordnet, für welches dererstere der Tangentialstrahl ist." 
Das einem Doppelpunktsstrahle zugeordnete Strahlenpaar ist das 
Doppelstrahlenpaar jener Strahleninvolution, welche ihm oder vielmehr 
seinem Schnittpunkte mit der Curve entspricht. Nun ist 'das Doppel- 
punkistangentenpaar allen diesen Involutionen gemeinschaftlich und es 
wird daher sein Winkel durch jedes Paar zugeordneter Strahlen har- 
monisch getheilt. Die Paare zugeordneter Strahlen bilden somit eine 
quadratische Strahleiiinvolution, deren Doppelstrahlen die beiden Doppel- 
punktstangenten sind. 

') HoBse nennt zwei solcte Punkte zwei „eonjugirte Pole." Siehe Crello, Band 
36 die Abhandlung; üetior Curvon dritter Ordnung. 
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„Die Piiaro zugeordneter (conjugirter) Strahlen, bil- 
den eine quadratische Involution, deren Doppelstrahleu 
die Tangenten der Cnrve im Doppelpunkte sind." — 

Ebenso schneidet jode Tangente T einer Ourve G.^* dritter Classe 
mit einer Doppeita iigente die Curve in zwei (reellen oder imaginären) 
Punkten v und lü, deren Tangenten K,, und TF^ wir ala das, der 
Tangente T „zugeordnete Tangentenpaar" bezeichnen. Die beiden 
Tangenten "Fjj, W^ sollen in Bezug auf einander zwei conjngirte 
Tangenten heisaen. 

Die Tangente T wird die Üoppeltangente z/ in einem Punkte s 
und das Tangenteupaar Vy^, Wu wird diese Doppeltangente in einem 
Punktepaare v^^, w^^ schneiden, welches wir als das, dem Punkte s 
zugeordnete Punktepaar bezeichnen AvoUen. 

„Jedem Punkte der Doppeltangente ist ein anderes 
Punktepaar zugeordnet." 

Das einem Punkte s von ^ zugeordnete Punktepaar v^^, w^^^ ist 
das Doppelpunktepaar der, der Tangente T (welche durch s geht) ent- 
sprechenden Punktinvolution auf ^ und theilt somit die Strecke des 
Berührungspunktepaares (/,, g^ der Doppeltaugente, welches allen Invo- 
lutionen gemeinschaftlich ist, harmonisch. 

„Die Paare zugeordneter (conjugirter) Punkte bilden 
eine quadratische Involution, deren Doppelpunkte die Be- 
rührungspunkte der Doppeltangente mit der Curve sind." 

1. Wie im vorhergehenden Artikel gezeigt wurde, ist jedem 
Doppelpunkts strahle S einer Curve C4* dritter Ordnung mit einem 
Doppelpunkte ein Strahlenpaar zugeordnet. Der Strahl S trifft näm- 
lich die Curve C_{^ in einem Punkte (, von welchem aus an die Curve 
zwei Tangenten gezogen werden können, deren Berührungspunkte mit 
dem Doppelpunkte S verbunden, das dem Strahle S zugeordnete 
Strahlenpaar Yy^, Wj^ liefern. Betrachtet man jedoch einen Doppel- 
punktsstrahl, etwa K,j als einen zugeordneten, so entspricht ihm nur 
ein einziger Strahl S, welchem er zugeordnet ist. V^^ trifft nämlich 
C^^ in einem Punlde Uj.;, dessen Tangente V die Curve C^^ in einem 
Punkte s trifft-, welcher mit d verbunden den Strahl S liefert, welchem 
Fi5 zugeordnet ist. Man erhält auf diese Weise am Doppelpunkte d 
zwei ein-zweideutige Strahlenbüschel. 

„Die Doppelpunktsstrahlen bilden mit den ihnen zuge- 
ordneten Strahlenpaaren' zwei ein-zweideutige concen- 
trische Strahlenbüschel." 

Die Doppelatrahlen des zweideutigen Büschels sind, wie schon in 
Art. 6. gezeigt wurde, die beiden Tangenten der Curve C/ im Doppel- 
punkte, Ea fragt sich nun nach den, diesen Doppelstrablen entspre- 
chenden Verzweigungs 
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Wenn man einen Doppelpunktsstralil Ä Vig 3 (Taf, IV) der Curve 
(7,^ betrachtet, so entspricht ihm das Strahlenpaar F^, TT,,. Nun ist 
leicht zu übersehen, daas dieses Strahlenpaar nur dann zusammen- 
fallen kann, wenn der Punkt s, d. i. der Schnitt von S mit C^^ un- 
endlich nahe zum Doppelpunkte S rückt. Der Punkt s kann jedoch 
auf zwei Arten gegen den Punkt S unendlich nahe rücken; nämlich 
auf jedem der beiden durch d gehenden Curvenzweige. Liegt erstlich 
s unendlich nahe bei d auf dem Zweige, welcher S, zur Tangente hat, 
so fällt das zugehörige V,^ und W^^ in die Doppelpunktstangente S^ 
und der Strahl S geht in Sy über. Es ist somit S, der Verzwei- 
gungsstrahl des eindeutigen Büschels, welchem im zweideutigen 
Büschel der Doppelstrahl S^ entspricht. Durch eine analoge Betrach- 
tung findet man, dass jSj der Verzweigungsstrahl des eindeutigen 
Büschels ist, welchem im zweideutigen der Doppelstrahl S, entspricht. 
Die beiden von uns betrachteten ein-zweideutigen Büschel besitzen 
also eine ganz besondere Natur, indem nämlich je ein Verzweigungs- 
strahl mit dem ihm nicht entsprechenden Doppelstrahle zusammen- 
fällt. Die Doppelpunktstangenten sind also sowohl die Verzweigungs- 
strahlen des eindeutigen, als auch die Doppelatrahlen des zweideutigen 
Büschels. 

„Construirt man zu jedem Doppelpunktsstrahle das zu- 
geordnete Strahlenpaar, so erhält man zwei ein-zweideu- 
tige concentrische Strahlenbüschel, für welche die Dop- 
pelpunktstangenten nicht nur die Doppelatrahlen des zwei- 
deutigen, sondern auch die ihnen entsprechenden Ver- 
zweigungsstrahlen dos eindeutigen Büschels vorstellen; 
und zwar entspricht jeder Düppelpunktstangente als Ver- 
zweigungsstrahl die andere als Doppelstrahl." 

Diese zwei concentri sehen ein-zweideutigen Strahl enhüsehel besitzen 
drei Doppelstrahlen (Art. 9. des 1. Theiles), welche wir kurz mit 
P, P, P bezeichnen wollen. In jedem aolchen Doppelstrahle beider 
Büschel sind zwei entsprechende Strahlen beider Büschel vereinigt, 
ßechnet man z. B. /' zum eindeutigen Büschel, so entspricht ihm im 
zweideutigen Büschel ausser einem anderen Strahle wieder P. Der 
Strahl P schneidet daher die Curve Cf^ in einem Punkte \, für wel- 
chen die eine der beiden von ihm an die Curve gehenden Tangenten 
mit der in ihm an sie gezogenen Tangente zusammenfällt. Der Punkt 
i^ ist also ein Inflexionspuukt der Curve, Ebenso schneiden die beiden 
anderen Strahlen P, P die Curve C,^ in zwei Inflexionspunkten ?,, i^ 
derselben. 

„Die drei Doppelstrahlon der durch zugeordnete Strah- 
lenpaare bestimmten beiden ein-zweideutigen Büschel 
schneiden die Curve in ihren drei Inflexionspunkten." 
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Ausser den so erhaltenen luflexionspimkton i,, i.^, i^ cler Curve, 
können keine weiteren vorkommen. 

Um die drei Inflexionspunkte einer Curve C^^ wirklich eonstructiv 
zu bestimmen, hat man nur nach Art, 37., resp, 27, des 1. Theiles, die 
drei Doppelstrahlen J', P, P zu construiren, welche C^^ in den ge- 
suchten Punkten schneiden. Die drei Inflesionspunkte der Curve C^^ 
können entweder alle drei reell sein, oder es ist nur ein einziger von 
ihnen reell und die beiden anderen sind imaginär. Ob der eine oder 
der andere Fall eintritt, richtet sich nach der Natur des Doppelpunktes 
S der Curve, Ist dieser Doppelpunkt ein eigentlicher, d, h, sind seine 
beiden Tangenten reell, so besitzt die Curve nur einen einzigen 
reellen Inflexionspunkt ; ist dagegen der Doppelpunkt d ein isolirter, 
so sind alle drei Inflexionspunkte reell. Den Beweis des eben Gesag- 
ten werden wir später bei der Construetion der Curve C^^ finden und 
es mag hier nur gezeigt werden, wie sich die Construetion der In- 
fiexionspunkte insbesondere dann gestaltet, wenn der Doppelpunkt S 
ein eigentlicher ist. 

Um zunächst ganz kurz des Falles zu gedenken, wenn der Doppel- 
punkt ein isolirter ist, so bemerken wir, dass die beiden ein -zweideu- 
tigen Büschel, deren drei Doppelstrahlen die Inflexionspunkte liefern 
(nach Art. 5, des 1. Theiles), durch fünf Paare enteprecbender Ele- 
mente, also hier Strahlen bestimmt sind. Man wird daher aus fünf 
beliebigen Punkten a,l),c,d,e der Curve, denen die Doppelpunkt- 
strahlen Ä, B, G, B, E entsprechen, an die Curve die Tangenten resp. 
A{, .H,', C,', D(j E[' ziehen und deren Berührungspunkte mit dem 
Doppelpunkte S durch die Strahlen A^, j5,, C„ Z>,, E^ verbinden, welche 
der Eeihe nach den Strahlen A, B, C, D, E entsprechen. Nachdem 
man nun fünf Paar entsprechender Strahlen der beiden Büschel kennt, 
kann man leicht in bekannter Weise die drei Doppelstrahlen P, P, P 
der beiden Büschel construiren, welche die Curve C^ in den verlangten 
drei Inflexionspunkten i,, i.^, i^ sehneiden. 

Denselben Vorgang kann man natürlich auch dann benützen, wenn 
der Doppelpunkt S ein eigentlicher ist. In diesem Falle führt jedoch 
ein kürzerer Weg Kum Ziele. Es wurde zu Anfang dieses Artikels 
auf die besondere Natur der beiden ein-zweideutigen, die Inflexions- 
punkte liefernden Strahlenbüschel hingewiesen. Die beiden Tangenten, 
des Doppelpunktes nämlich, sind sowohl die Verzweigungsstrahlen des 
eindeutigen als auch die ihnen entsprechenden Doppelstrahleu des 
zweideutigen Büschels. Wir wollen diese beiden Doppelpuuktstangen- 
ten desshalb mit V, W, F^, W^^ Fig. 4 (Taf. IV) bezeichnen; und 
zwar ist V und W^^ eine, und Vy^ und W die andere Doppelpunkts- 
gente. 
Die beiden Doppelpunktstangenten liefern uns auf einmal vier 
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Paar entsprechender Strahlen der beiden ein-zweidenfcigen Büschel. Es 
fehlt also zu deren Fixirmig nur noch ein einziges Strahlenpaar, -wel- 
ches man erhält, wenn man von dem auf irgend einem Doppelpunkta- 
strahle A^) liegenden Curvenpunkte a' an C^^ eine Tangente A' zieht, 
und deren Berührungspunkt mit dem Doppelpunkte durch den, dem A 
entsprechenden Strahl A^ verbindet. 

Die beiden Büschel sind nun durch die fünf Strahlenpaare V, V,2 ', 
W, Wij; A, j4, bestimmt und können nach Art. 37. des ersten Theiles 
vervollständigt werden. Durch ihre Vervollständigung werden ver- 
schiedene die Gurve C^' betreffenden Aufgaben gelöstj weashalb sie 
näher besprochen werden soll. 

Legt mau durch d den sonst beliebigen Conatructionskreis K, so 
h^timmen die Doppelpunktstangenten auf ihm ein Punktepaar v (=w,j), 
w (= ■!),,), welches sowohl die Verzweigungs- als auch die Doppelpunkte 
der beiden vermittelnden einzweideutigen Punktsysteme darstellt. Das 
Strahlenpaar A, Ai, schneidet K in einem weiteren Punktepaar a, o,. 
Die Vervollständigung beider Büschel geschieht nun am einfach- 
sten durch Benützung der Involution, welche das zweideutige Büschel 
darstellt. Zieht man nämlich in v^^ und ((., (odti m ^ü und v, was 
dasselbe ist) an den Kreis die Tangente]i x und cj, so achneiden sich 
diese im peispectivischen Centrum p dei auf K entstehenden Punkt- 
involution und entsprechen projectivisch den beiden Strahlen V und 
W des eindeutigen Büschels, (Vergleiche Art 22 des 1. Theiles.) Der 
durch j) nach a, gebende Strahl a entspncht projectivisch dem Strahle 
A und ■schneidet K zum zweitenmale im Punkte a^, welcher mit 6 
durch J.J verbunden den zweiten, dem A entsprechenden Strahl liefert. 
Der Strahl A2 schneidet die Curve C^^ im Berührungspunkte der zwei- 
ten von a' aus an die Curve gehenden Tangente. Die beiden Büschel : 
A, V, W und tt, V, (0 sind projectivisch. Wir können nun folgende 
zwei Aufgaben lösen: 

1) „Die Berührungspunkte der beiden von einem Punkte der Curve 
an sie gehenden Tangenten zu finden, ohne die Tangenten zu zeichnen." 

2) „Den Schnittpunkt der in einem Punkte der Curve gezogenen 
Tangente mit der Curve zu finden, ohne die Tangente zu zeichnen." 

Die Auflösung der ersten Aufgabe kommt darauf hinaus, au einem 
Strahle des eindeutigen Büschels das entsprechende Strahlenpaar des 
zweideutigen zu finden. Denn zieht man von dem Punkte V, welchem 
der Doppelpunktsstrahl Ji entspricht, an C/ die beiden Tangenten, so 
berühren sie die Ourve in jenen zwei Punkten, denen die dem B ent- 
sprechenden Strahlen i^i , Ü^ als Doppel puuktsstrahlen zugehören. 

') Man wird den Strahl A schicklioli annolimen müssen, um zn ihm einen reellen 
entsprechenden Strahl zu erhalten. 
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Man findet die beiden Strahlen Bj, B^ in folgender Art, Zum Strahle 
B suche man (mittelst des Directionscentrums ^) den projectivisch 
entsprechenden Strahl ß des Büschels p; dieser schneidet den Con- 
straetionskreis K in einem (reellen oder imaginären) Punktepaare &,, ft^, 
welches mit d verbunden das Strahlenpaar B,, B^ liefert. Dieses letz- 
tere schneidet die Curve in den gesuchten zwei Punkten. (Wir ersu- 
chen den Leser den hetrefi'enden Theil der Figur selbst zu entwerfen.) 
Die zweite Aufgabe, welche das Auffinden des einem Punkte der 
Curve zugehörigen TangentiaJpunktes zum Zwecke hat, wird ebenso 
wie die erste gelbst. Soll man z. B. zum Punkte h{ den Tangential- 
punkt ¥ suchen, so lege man durch &,' den Doppelpuuktsstrahl B^, 
welcher' den Construotionskreis im Punkte &, trifft; diesen verbinde 
man mit p durch den Strahl ß und suche zu ß den im Büschel d pro- 
jectivisch entsprechenden Strahl B. Dieser wird die Curve C^^ im 
gesuchten Punkte b schneiden. 

Die luflexionsp unkte der Curve ergeben sich nun in folgender 
Weise. Die beiden projectivischen Büschel S {V, W, A, B . . .) und 
p (v, fo, tx, ß . . .) erzeugen einen Kegelschnitt 2^, welcher durcli die 
fünf Punkte 3,p, (Vv), (Tfra), (Aa) bestimmt ist. Dieser Kegelschnitt 
S schneidet den Coustructionskreis K ausser in d, noch in drei wei- 
teren Paukten (P, cP, d^, den Doppelpunkten der beiden ein-zweideuti- 
gen Punktsysteme auf K. In unserem Falle ist von den drei Punkten 
nur der eine d^ reell, weil nur ein einziger luflexionspunlct der Curve 
reell sein kann. Der nach d' gezogene Doppelpunktsstrahl B ist ein 
Doppelstrahl der an 6 bestehenden ein - zweideutigen Büschel und 
schneidet die Curve C^^ in dem reellen Inflesionspunkte ij derselben. 
Wenn der Doppelpunkt der Curve ein isoIirt«r ist, so kann man zwar 
die, die Sache vereinfachenden Doppelpunktstangenten ihrer Imagi- 
närität wegen nicht verwenden, aber die Construction, wie sie in den 
beiden Aufgaben 1) und 2) angewendet wurde, so wie die Bestimmung 
der (jetzt insgesammt reellen) Inilexionspunkte bleibt im Wesentlichen 
dieselbe. 

Die drei Inflesionspunkte ij, i^, i^ liegen, ob sie alle drei reell oder 
zwei imaginär sind in einer und derselben, immer reellen Geraden, 
Dieas folgt aus der bekannten gegenseitigen Lage der neun Inflexions- 
punkte einer allgemeinen Curve dritter Ordnung und lässt sieh auf 
verschiedene Arten rein geometrisch nachweisen. Wir werden später 
ebenfalls einen rein geometrischen selbstständigen Beweis kennen lernen. 
8. Ebenso erhält man auf der Doppeltangente ^ einer Curve C^* 
dritter Classe zwei ein-zweideutige Punktreihen, deren drei Doppel- 
punkte s\ s^, s^ die Spitzentangenten S,, Sj, S^ der Curve liefern. Wenn 
man nämlich jedem Punkte der Doppeltangente das ihm zugeordnete 
Punktepaar (siehe Art. 6.) entsprechen lässt, so erhalt man die erwähnten 
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ein-zweideutigen Reihen. Dieselben sind von ganz besonderer Natur, 
da die Berührungspunkte g,, g^ der Doppeltangente gleichzeitig die 
Rolle der Verzweigungspunfete und der ihnen entsprechenden Doppel- 
punkte spielen. 

Die Vervollständigung der beiden Reiben , welche wieder mittelst 
eines Constructionslrreises geschehen kann, bringt die Lösung der bei- 
den folgenden Aufgaben mit sich: 

1) „Die Tangenten der Curve in den Schnittpunkten derselben 
mit einer gegebenen Tangente zu construiren, ohne diese Schnittpunkte 
selbst zu kennen," 

2) „Die Ton dem Berührungspunkte einer Ciu'ventangente an die 
Ourve gehende Tangente zu zeichnen, ohne den Berührungspunkt zu 
kennen," 

Die Durchführung der zu obigen Resultaten führenden Betrach- 
tungen ist vollkommen reciprok zu der im vorhergehenden Artikel ge- 
gebenen, und es möge sie der Leser selbst durchführen. Was die drei 
Spitzentangenten S,, S^, Sg der Curve C^"" betrifft, so ist zu bemerken, 
dass sie alle drei durch einen und denselben, immer reellen Punkt 
hindurchgehen. Die Tangenten 8^, S^, 8^ selbst können eutv^eder ins- 
gesammt reell sein oder es sind zweie von ihnen imaginär und nui- 
eine reell. Der erste Fall tritt dann ein, wenn die Doppeltangente 
^ eine ideelle ist, d. h. wenn deren zwei Berührungspunkte (/, ,^2 
imaginär sind, während der zweite Fall dann eintritt, wenn die Doppel- 
tangente ^ eine eigentliche ist. 

9. Wir haben im 7. Artikel gesehen, dass die den einzelnen 
Doppelpünlttsstrahlen einer Curve C^^ dritter Ordnung mit einem Doppel- 
punkte zugeordneten Strablenpaare mit Ersteren zwei einzweideutige 
Büschel bilden; ferner, dass die Doppelpunktstangenten G-^,G^ sowohl 
die Verzweigungsstrahlen des eindeutigen als auch die Doppelstrahlen 
des zweideutigen Büschels vorstellen. Wenn nun der Doppelpunkt d 
der Curve ein isolirter Punkt ist, dann sind seine Tangenten imaginär 
und folglich ist das zweideutige Büschel reell. Mit anderen Worten: 
es ist in diesem Falle jedem Doppelpunttsstrahle ein reelles Strahlen- 
paar zugeordnet oder, von jedem Punkte der Curve lassen sich an 
dieselbe zwei reelle Tangenten ziehen. 

„Hat eine Curve dritter Ordnung einen isolirten Dop- 
pelpunkt, so geben von jedem ihrer Punkte zwei reelle 
Tangenten an dieselbe. '^ 

Es zeigen also alle Curvenpunkte ein gleiches Verhalten in dieser 



Ist dagegen der Doppelpunkt ein eigentlicher, so sind dessen Tan- 
genten reell und desshalb das zweideutige Büschel complex. In die- 
sem Falle gibt es Doppelpunktsstrahlen, denen reelle, und solche, 
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denen imaginäre Strahlenpaare zugeordnet sind. Bebanntlieh wird 
das eindeutige Büschel durcli die zvsei reellen Verzweigmigsstrahleu 
Gij.trj in zwei Partien getbeilt; so zwar, dass jedem Strahle der einen 
ein reelles und jedem der anderen ein imaginäres Strahlenpaar ent- 
spricht. 

Wir haben diese beiden Tbeile den „reellen" und den „imaginä- 
ren" Theil des eindeutigen Büschels genannt. Demgemäss wird durch 
den Doppelpunkt die Curve Cj^ in zwei Abtheilungen getheilt, so zwar, 
dass sich von jedem Punlde der einen an die Ourve ein reelles Tan- 
gentenpaar und von jedem der anderen gar keine (zwei imaginäre) Tan- 
genten ziehen lassen. Der erste Cnrventheil wird im reellen Theile 
des eindeutigen Büschels liegen, während sich der zweite im imagi- 
nären Tbeile dieses Büschels befindet. Man nennt den letzten Theil 
der Cnrve die „Schleife". In Fig. 5 (Taf. IV) ist A die Schleife 
und in Fig. 5a (Taf. IV) besteht die Schleife aus zwei getrennten 
Theilen A, A. 

„Besitzt eine Curve dritter Ordnung einen eigentlichen 
Doppelpunkt, so wird sie durch diesen in zwei Tbeile zer- 
legt. Der eine Theil „die Schleife" enthält solche Punkte, 
von denen sich an die Curve keine reellen Tangenten 
ziehen lassen, während von jedem Punkte des anderen 
Theiles zwei reelle Tangenten an die Curve gehen." 

Diese beiden Curventheile zeigen in Bezug auf da^ Tangenten- 
ziehen ein verschiedenes Verhalten. Eine Curve mit einem eigent- 
lichen Doppelpunkte zeigt auch ein merkwürdiges Verbalten in Bezug 
auf ihre Schnittpunkte mit einer willkührlichen Geraden ihrer Ebene. 
„Wenn eine Curve dritter Ordnung mit einem Doppel- 
punkte von einer Geraden ihrer Ebene in drei reellen 
Punkten geschnitten wird, soliegenvon ihnen immer zweie 
oder gar keiner auf der Schleife. Schneidet die Gerade die 
Curve in einem einzigen reellen Punkte, sokann dieser nie 
der Schleife angehören." 

Legt man nämlich durch einen Punkt s der Curve, welcher nicht 
der Schleife angehört, einzelne Gerade, welche die Curve in je zwei 
weiteren Punkten schneiden, und verbindet man die so erhaltenen 
Punktepaare mit dem Scheitel durch Strahlenpaare, so erhält man 
eine quadratische Involution, deren Doppelstrahlen reell sein müssen, 
weil sich von s nach Axmahme an die Curve ein reelles Tangenten- 
paar ziehen lUsst. Die einzelnen Strahlenpaare müssen sich der Rea- 
lität der Doppelstrahlen wegen ganz ein- oder ganz ausschliessen, oder 
mit anderen Worten es dürfen sich die von den Strahlenpaaren ge- 
bildeten Winkelflächen nicht überschlagen. Nun gehören nach Frühe- 
rem die beiden Doppelpunktstangenten Q^, G^ mit zu dieser Involution 
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als ein Strahleiipaar, Wenn man also durch s irgend einen Strahl Ä 
legt, welcher C/ in Sj und S; sehneidet, so müssen die Strahlen ds, 
und ÖS2 beide in der einen oder anderen, von den Doppelpunktstan- 
genten gebildeten Winkelflächen liegen. Also müssen s, und s.j ent- 
weder beide auf der Schleife, oder aber ausser der Schleife liegen. 
Gehört der Punkt s der Schleife an, dann findet das genau Verkehrte 
statt; dann sind die Doppelstrahlen imaginär und es müssen sich die 
Winkelflächen je zweier Strahlenpaare überschlagen. Daraus folgt, 
dass wenn einer von den Punkten Si,Sj auf der Schleife liegt, der 
andere ausserhalb derselben liegen müsse. Aber es wird immer einer 
mit s gleichzeitig auf der Schleife liegen. Von den drei Punkten s s, s, 
müssen also immer zweie oder gar keiner auf der Schleife liegen, wäh- 
rend im ersten Falle der dritte dem anderen Curventheile angehört. 
Durch einen Punkt s, welcher auf der Schleife liegt, lässt sich, weil 
die von ihm an die Ourve gehenden zwei Tangenten imaginär sind, 
keine Gerade legen, welche die Cuvve in zwei weiteren imaginären 
Punkten schnitte, woraus schliesslich folgt, daas, wenn eine Gerade 
die Curve in einem einzigen reellen Punkte schneidet, dieser der 
Schleife nicht angehören könne. 

Nach der Definition des Curventheües , welcher Schleife genannt 
wurde, folgt, dass kein Punkt desselben ein^ Tangenti alpunkt sein 
könne, und dass der eine reelle Inflesionspunkt (welcher sein eigener 
Tangentialpunkt ist) auf dem anderen Curventheile liegen müsse. 

Durch analoge Betrachtungen gelangt man zu einem ähnlichen 
Verhalten der Curven dritter Classe mit einer Doppeltangente. Wir 
wollen, die Untersuchungen dem Leser überlassend, die Resultate der- 
selben im Folgenden zusammenstellen. 

„Hat eine Curve dritter Classe eine iaolirte (ideelle) 
Doppeltangente, so wird sie von jeder ihrer Tangenten in 
zwei reellen Punkten geschnitten." 

„Besitzt eine Curve dritter Classe eine eigentliche 
Doppeltangente Fig. 6 (Taf. IV), so wird aie durch deren 
Berührungspunkte in zwei Theile zerlegt. Der eine Theil: 
„die Spitze" enthält solche Tangenten, welche die Curve 
in reellen Punktepaareu schneiden, während jede Tan- 
gente des anderen Thciles keinen reellen Schnittpunkt 
mit der Curve besitzt." 

In Fig. 6 (Taf, IV) ist der von den Berührungspunkten gf,g.^ 
der Doppeltangente z/ begränzte Theil A der Curve C^" deren Spitze. 
„Wenn von einem Punkte an eine Curve dritter Classe 
mit einer eigentlichen Doppeltangente drei reelle Tan- 
genten gehen, so gehören sie alle drei oder nur eine ein- 
zige der Spitze an. Wenn von demPunkte nur eine reeUe 
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Tangente an die Curve geht, so gehört diese immer der 
Spitze an. 

Hat die Curve eine eigentliche Doppeltangente, so besitzt aie eine 
einzige reelle Eüchkehrtangente, und diese muss selbstverständlich der 
Spitze der Curve angehören. 

10. Wie wir zu Anfang schon erwähnt haben, entspricht jedem 
Punkte a einer Curve C^^ mit einem Doppelpunkte S ein Strahl Ä, 
welcher diesen Punkt a mit dem Doppelpunkte 8 verbindet; und um- 
gekehrt entspricht jedem Doppelpunktsstrahle A jener Curvenpunkt a, 
welcher auf demselben liegt. Mit anderen Worten: ,, Die. Curve C^* 
liegt mit dem Strahlenbüschel i5 perspectivisch." Diess ermöglicht es 
von dem Doppelverhältnisse von vier Punkten der Curve zu sprechen. 
„Unter dem Doppelverhältnisse von vier Punkten der 
Curve verstehen wir das Doppelverhältniss der vier durch 
sie gehenden Doppelpunktsstrahlen." 

Ist das Doppelverhältniss von vier Punkten der Curve gleich der 
negativen Einheit, so nennen wir die Punkte harmonisch. 

Statt des Doppelpunktes S betrachten wir die beiden ihm unend- 
hch nahen Punkte, welche auf den zwei durch 8 gehenden Curven- 
zw eigen liegen und denen die Doppelpunktatangenten G■^, G^ als Doppel- 
punkts strahlen entsprechen. Wir nennen diese zwei Punkte kurz die 
Nachbarpunkte des Doppelpunktes. Den im Art. 6. ausgesprochenen 
Satz kaun man nun folgendermassen wiedergeben : 

„Je zwei con}ug\rte Punkte (Pole) der Curve bilden 
mit den Nachbarpunkteu des Doppelpunktes vier harmo- 
nische Punkte." 

Ebenso verstehen wir unter dem Doppelverhältniss von vier Tan- 
genten einer Curve C^^ mit einer Doppeltangente J das Doppelver- 
hältniss jener vier Punkte, welche die vier Tangenten auf der Doppel- 
tangente bestimmen. Vier Tangenten, deren Doppelverhältniss ^ — 1 
ist, sind harmonisch. Auch hier wollen wir statt der Doppeltangente 
z/ die zwei Nachbartangenten betrachten, d. i. jene, welche auf der 
Doppeltangente J die Berührungspunkte der letzteren bestimmen. 

„Je zwei conjugirte Tangenten der Curve bilden mit 
den Nachbartangenten der Doppeltangenten vier harmo- 
nische Tangenten." 

11. ,, Unter zwei projectivischen Punktsystemen ahc... 
und a'h'<f... auf einer Curve dritter Ordnung mit einem 
Doppelpunkte verstehen wir zwei solche Systeme von sich 
entsprechenden Punkten, wo das Doppelverhältniss von je 
vier Punkten des einen Systems gleich ist demjenigen der 
vier. entsprechenden Punkte des anderen Systems." 

Zwei projectivische Punktsysteme auf einer Curve G^ sind durch 
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drei Paar entsprechender Punkte bestimmt. Die zwei, den beiden 
Punktsystemen entsprechenden Büschel von Doppelpunktsstrahlen sind 
projectiviseh und besitzen zwei (reelle oder imaginäre) Ooppelstrahlen, 
welche die Curve in den beiden Doppelpunkten der projecti vischen Sy- 
steme schneiden. 

„Zwei projectivische Punktsysteme auf einer Curve t'.,'^ 
besitzen zwei Doppelpunkte." 

Die Vervol^tändiguüg solcher Punktsysteme wird mittelst der bei- 
den entsprechenden Doppelpunktstrahlbüschel bewerkstelligt, welche 
Büschel auch gleichzeitig die zwei Doppelpunkte liefern. Wenn sich 
die Punkte der beiden Systeme vertauschungsfähig entsprechen, 
so ergibt sich eine „Punktihvolution" auf der Curve C^. Diese 
wird selbstverslandiich aus dem Doppelpunkte durch eine Strahlenin- 
volution projicirt, deren Doppelstrahleu auf der Curve die Doppelpunkte 
der Involution bestimmen. 

Eine Punktinvolution auf einer Curve C,^ ist durch zwei Paar ent- 
sprechender Punkte bestimmt. Wir haben schon eine Art von Punkt- 
involution auf einer Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte 
kennen gelernt. 

Wenn man nämlich durch einen festen Punkt t der Curve Strah- 
len zieht, so bestimmen diese auf der Curve Punktepaare einer Invo- 
lution, da ja diese Punktepaare mit dem Doppelpunkte S verbunden 
eine Strahl eninvolntion hefern. Die beiden Doppelpunkte dieser Invo- 
lution sind die Berührungspunkte der zwei von t aus an die Curve 
gehenden Tangenten, Die auf solche Art erzeugte Involution ist von 
der besonderen Art, daes die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
durch einen festen Punkt der Curve gehen. Wir wollen eine solche 
Involution als eine „ centrale" bezeichnen und den Punkt t der Curve, 
in welchem sich alle Verbindungslinien entßprechender Punkte schnei- 
den, wollen wir das Involutionscentrum oder Centrum schlechtweg 
nennen. 

Eine centrale Involution ist gegeben 1) durch ihr Centrum t oder 
2) durch ein Paar a, a' entsprechender Punkte. 

Kennt man nämlich erstlich das Centrum (, so kann man leicht 
zu jedem Punkte a der Curve den involutorisch entsprechenden Punkt 
a' bestimmen; man hat nur ta zu ziehen, so ist der dritte Schnitt- 
punkt dieser Geraden mit der Curve der gesuchte Punkt «'. 

Ist ein Punktepaar a, a' bekannt, so kann man wieder unmittelbar 
das Centrum t der Involution bestimmen; es ist diess nämlich der dritte 
Schnittpunkt der Geraden aa' mit dem Träger C^. 

Wenn wir eine Centralinvolution naher betrachten, so finden sich 
verschiedene Eigenheiten, welche sie vor einer allgemeinen Involution 
auszeichnen. Zunächst folgt aus der Definition einer centralen Invo- 
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lution, dass ihre Doppelpuulrte ein Paar coiijugirter Punkte der Curve 
sind und ferner, daas die beiden Nachbarpunlcte des Doppelpunktes 
ein entsprechendes Punktepaar bilden Das Erstere folgt daraus, dass 
die beiden vom Involut onfl entr n an d e Gurve geführten Tangenten 
diese in den Doppelpu kteu bei hxe n l letzteres folgt daraus, dass 
der durch t nach dem T)o\ pelp nkte 8 der Ourve gehende Strahl diese 
in den zwei Nachbarpunkten les e steren achneidet. 

„Für alle Cent il v 1 t one sind die zwei Nach- 
barpunkte des Üoppelpiinktes ein Paar entsprechender 
Punkte." 

Alle diese Involutionen haben also ein gemeinsames Punktepaar. 

„Dem Centruni einer Centraiinvoiution entspricht des- 
sen Tangentialpunkt." 

Denn der zugehörige Strahl ist die Tangente der Curve im Oen- 
trum und schneidet sie im Tangentialpunkte des Oentrum. 

Wir können nun sagen; 

1) Eine Involution ist dann central, wenn sich die Ver- 
bindungslinien von zwei Paar entsprechender Punkte auf 
der Curve schneiden. (Dann schneiden sich (he Verbindungslinien 
aJler übrigen Punktepaare in demselben Punlite.) 

2) Wenn die beiden Nachbarpunkte des Doppelpunktes 
ein Paar entsprechender Punkte sind. 

3) Wenn die Doppelpunkte der Involution zwei conju- 
girte Punkte sind. 

Wenn die Involution nicht central ist, so heisst sie eine allge- 
meine. Eine solche wird durch zwei sonst willkürlich gewählte Punkte- 
paare aa', hb' bestimmt sein. Der WillkürHchkeit dieser Punktepaare 
wegen werden sich aa' und bb' in einem Punkte schneiden, welcher der 
Curve nicht angehört, was dann von allen weiteren Puiiktepaaren gilt. 
Es werden jedoch die Verbindungslinien der einzelnen Punkte- 
paare eine bestimmte Curve einhüllen, von welcher wir zeigen wollen, 
dass es ein Kegelschnitt ist. Um hierüber ins Reine zu kommen, 
untersuchen wir, wie vielmal eine solche Verbindungsgerade durch 
irgend einen Punkt t des Trägers hindurchgeht. Einmal erhält man 
eine solche Gerade, wenn man t mit dem ihm involutorisch entspre- 
chenden Punkte if verbindet. Ferner kann es aber auch vorkommen, 
dass die Verbindungslinie von zwei anderen sich entsprechenden Punkten 
durch i hindurchgeht. Diess kann, wie man im Vorhinein einsehen 
wird, höchstens einmal geschehen. Denn würde diess zweimal ein- 
treffen, so wäre die vorliegende Involution eine centrale, was wir nicht 
voraussetzten. Es erübrigt nur noch zu zeigen, dass es wirklich ein- 
mal geschieht. Diess kann man am einfachsten in folgender Art 
darthun : 
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Die durch den auf der Curve lietrachieteii Punkt t gehenden 
Strahlen bestimmen auf ihr eine centrale Involution, welche mit der 
gegebenen immer ein gemeinschaftliches Punktepaar haben wird. Es 
gebt also diu:ch t ein Strahl, welcher die Curve C^ in einem Punkte- 
paar der gegebenen Involution sehneidet. Im Ganzen gehen sonach 
durch jeden Punkt der Curve zwei Verbindungslinien entsprechender 
Punkte und daher ist die Enveloppe solcher Yerbindungslinien wirk- 
lich ein Kegelschnitt, woraus weiter folgt, dass durch jeden beliebigen 
Punkt der Ebene zwei und nur zwei solcher Verbindungsstrahlen gehen. 
„Verbindet man die Paare entsprechender Punkte einer 
Punktinvolution auf einer Curve dritter Ordnung mit 
einem Doppelpunkte durch Strahlen, so umhüllen diese 
einen Kegelschnitt." 

Wir wollen diesen Kegelschnitt als den „Involutionskegel- 
schnitt" bezeichnen. 

Wenn auf der Curve C^ zwei projectivische Punktsysteme befind- 
lich sind, und man verbindet die einander entsprechenden Punkte 
durch Gerade, so umhüllen diese eine Curve vierter Classe. Denn 
durch jeden Punkt der Curve C^^ gehen ^-ier und nm' vier ihrer Tan- 
genten. Hat man nämlich einen bestimmten Punkt t des Trägers ins 
Auge gefasst, so entsprechen ihm, je nachdem er zu einem oder dem 
anderen Punktsystem gezählt wird, zwei verschiedne Punkte, was zwei 
Tangenten der Enveloppe liefert. Ferner besitzt die centrale Involu- 
tion, deren Oentrum t ist, im Allgemeinen mit den projectiviechen 
Punktsystemen zwei gemeinsame Punktepaare, was wieder zwei Tan- 
genten der Enveloppe liefert. Ausser den so gefundenen Tangenten 
kann es keine weiteren geben, wessbalb die Enveloppe wirklich von 
der vierten Ciasso ist. 

12. Unter zwei projectivisehen Tangeutensystemen einer Curve 
Ca* dritter Classe mit einer Doppeltangente verstehen wir zwei solche 
Systeme von sich entsprechenden Tangenten, wo zwischen je vier Paa- 
ren Doppelverhältnissgleichheit herrscht. Zwei solche Systeme werden 
durch drei Paar entsprechender Tangenten fisirt sein und werden zwei 
(reelle oder imaginäre) Doppelelemente besitzen. 

Entsprechen sich die Tangenten der beiden Systeme vertauschongs- 
fähig, so haben wir es mit einer Tangenteninvolution zu thun, welche 
im Allgemeinen durch zwei Elementenpaare bestimmt sein wird. 

Eine besondere Art der Tangeninvolution und zwar die duale zu 
der centralen Punktinvolution auf einer C^ ist jene, wo sich entspre- 
chende Tangenten auf einer festen Tangente T des Trägers schnei- 
den. Eine solche Involution wollen wir als eine Involution mit 
geradem Durchschnitt bezeichnen und diesen Durchschnitt T die 
InvoUitioiisase nennen. 
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Durch ähuliclie Betrachtungen, wie sie im vorigou Ai-tikol geführt 
wurden, gelangt man zu folgenden, solche Involutionen hetreffendeii 
Sätzen : 

„Für alle Involutionen mit geradem Durchschnitt sind 
die zwei Nachbartangenten der Doppeltangente ein Paar 
entsprechender Tangenten," 

„Der Axe der Involution entspricht die von ihrem Be- 
rührungspunkte an den Träger gehende Tangente." 

„Eine Tangenteninvolution mit geradem Durchschnitte 
besitzt immer zwei eonjugirte Tangenten zu Doppeltaii- 
genten." 

Eine Tangenteninvolution besitzt dann und nur dann einen gera- 
den Durchschnitt, wenn: 

1) sich zwei Paar entsprechender Tangeuten auf einer weiteren 
Curventangente schneiden, 

2) wenn die beiden Nachbariangenton der Doppeltangente ein 
Paar entsprechender Tangenten sind, 

3) wenn die Doppeltangenten der Involution zwei eonjugirte Gur- 
ventangenten sind. 

Jede andere Involution heisst eine allgemeine. Während das 
Erzeugnisa, d. h. der Ort des Schnittpunktes entsprechender Tangenten- 
paare bei piner Involution mit geradem Durchschnitt eine Gerade, 
nämlich die Axe der Involution ist, ist das Erzeugniss einer allge- 
meinen Involution ein Kegelschnitt. 

Zwei projectivische Tangentensysteme erzeugen eine Curve 4tor 
Ordnung. 

„Der Ort des Schnittpunktes der einzelnen Taugentem 
paare einer quadratischen Tangenteninvolution auf einer 
Curve dritter Classe mit einer Doppeltangente ist ein 
Kegelschnitt ~~ der Involutionskegelschnitt." 

„Der Ort des Durchschnittes entsprechender Tangen- 
ten avveier projectivischen Tangentensysteme auf einer 
solchen Curve ist eine Linie vierter Ordnung." 

liä. Die Curven dritter Ordnung und Classe, deren Zeichen C^'^ 
ist, können, wie schon im 1.. Art. erwähnt wurde, auf doppelte Art 
entstehen. Erstens aus den Curven dritter Ordnung vierter Classe 
dadurch, dass die Tangenten des Doppelpunktes zusammenfallen und 
zweitens aus den Curven dritter Classe vierter Ordnung dadurch, dass 
die Berührungspunkte der Doppeltangente zusammenfallen, 

"Wir wollen nur die erste Entstehungsart etwas näher betrachten, 
da die zweite nur das Reciproke derselben ist. 

Aus dem Über die Curven C^* mit einem Doppelpunkte Gesagten 
heben wir das hervor, dass jedem Punkte einer solchen eine centrale 
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Involution entspricht, deren Centrum eben der betrachtete Punlft ist. 
Jede solche Centralinvolution projicirt sich aus dem Doppelpunkte 
durch eine quadratische Strahleninvolution, deren Doppelstrahlon die 
Curve G^ in den Berührungspunkten der beiden vom Centrum der 
Involution an die Curve gezogenen Tangenten schneiden. 

Geht die Gurvo C^ dadurch in eine Curve C-^ über, dasa der 
Doppelpunkt zu einer Spitze wird, so ist dann die Spitzentaiigente 
ein Doppelstrahl der betrachteten Involution. 

Gingen also von einem Punkte t einer Curve G^^ an dieselbe zwei 
Tangenten, so wird bei einer Curve C^ nur eine eigentliche Tangente 
auftreten, indem die zweite durch die Verbindungslinie des Punktes t 
mit der Curvenspitze erstetzi wird. 

Die Curve ist also dann wirklich von der dritten Glasse. 
Gehen wir nun zu den beiden an der Spitze einer Cg^ entstehen- 
den ein- zwei deutigen Strahlenhüscheln, wie solche in Art. 7. betrachtet 
wurden, Über. Die Doppelatrahlen des zweideutigen Büschels waren 
die Tangenten des Doppelpunktes, welche sonach hier zusammenfallen. 
Dieses Zusammenfallen der Doppelstrahlen des zweideutigen Büschels 
macht (siehe Art. 15, und 16. des 1, Theiles), dass die beiden Büschel 
nicht einzweideutig, sondern ein-eindeiitig, d. h. projectiviech werden. 
Diess kann aber schon a priori eingesehen werden. 
Denn jedem Doppelpunkts- (oder hier eigentlich Spitzen-} strahle 
entspricht ein einziger zugeordneter Strahl. Ist nämlich s die Spitze 
der Curve G^^ und T ein durch s gehender Strahl, welcher C^ in t 
schneidet, und zieht man von t an G^ die eine (immer reelle) Tan- 
gente S-, welche Cj^ in (' berührt, so entspricht der von s nach f 
gehende Strahl .T projectivisch dem Strahle T. Es wird also auch t' 
projectivisch dem t entsprechen. In dieser Art erhalten wir auf der 
Curve zwei merkwürdige projectivische Punktsysteme, so zwar, dass 
jedem Punkte der Curve sein Tangentialpunkt entspricht: 

„Bei einer Curve dritter Ordnung, dritter Classe bil- 
den die einzelnen Punkte mit den ihnen entsprechenden 
Tangentialpunkten zwei projectivische Punktsysteme." 

Die Doppelpunkte dieser Systeme sind leicht zu Snden. Erstens 
ist es der eine Infiexionspunkt inid zweitens die Spitze s. In der That 
sind diese beiden Punkte ihre eigenen Tangentialpunkte. 

Gleichzeitig haben wir damit einen einfachen Beweis, dass eine 
Curve dritter Ordnung und Classe nur einen einzigen Infiexionspunkt 
haben könne, Läast man die Curve C-^ aus einer Curve vierter Ord- 
nung dritter Classe (C^*) dadurch entstehen, dass die Berührungspunkte 
der Doppettangeute zusammenfallen, d. h. dass die Doppeltangente zu 
einer Inflexionstangente wird, so gelangt man zv. den reeiproken Eigen- 
schaften der Curve C->^. 
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Diese Eigenschafben drucken aieli dann kurz in folgendem Satze aus : 

„Bei einer Curve dritter Ordnung und .Classe bilden 

die einzelnen Tangenten mit den in ihren Schnittpunkten 

mit der Curve an diese gezogenen Tangenten «wei pro- 

jectivische Tangentensysteme.'* 

Die Doppeltangenten dieser Systeme sind offenbar: 1) die lu- 
flexionstangente und 2) die Spitzentangente. 

Oonatructioii der Cutven dritter Ordnung mit einem Dop- 
pelpunkte dritter Classe, mit einer Doppeltangente und 
jener der dritten Ordnung und Classe. 

14. Die Construetion einer von den oben genannten Curveu ist 
nichts Neues und bietet vom theoretischen Gesichtspnnkte aus gar 
keine Schwierigkeiten. Man kann sich, vfenn eine solche Curve ganz 
allgemein gegeben ist, immer ein Kegelschnittsbüsehel und ein ihm 
projectivisches Strahlenbösehel oder aber eine Kegelschnittsreihe und 
eine ihr projectivische gerade Punktreihe herstellen, deren Erzeugniss 
die betrachtete Curve ist.') 

Die Erzeugung der genannten Curven durch Kegelschnittsbilschel 
und Kegelschnitts reihen wird jedoch dann mit Schwierigkeiten verbun- 
den sein, wenn unter den gegebenen Elementen sich auch singulare 
Elemente befinden; also etwa Inflexionepunkte, Spitzen. 

Die construetive Erzeugung der Curven C^^, G^* und C^^ mittelst 
einzweideutiger Elementargebilde ist dagegen in allen noch so spe- 
ziellen Fällen anwendbar, wenn nur keine imaginären Punkte- oder 
Tangöutcnpaare unter den Bestimmungsstücken vorkommen. Das Letz- 
tere woUeu wir auch hinfür immer voraussetzen. 

15. „Von einer Curve 0/ ist der Doppelpunkt 8 und 
sechs weitere Punkte: 1,2,3,4,5,6, gegeben, man soll die 
Curve construiren." Fig. 7. (Taf. IV.) 

Zunächst ist klar, dass die gegebenen Stücke die Curve vollkom- 
men fixiren. Denn der Doppelpunkt 8 gilt für drei Bedingungen, was 
mit den sechs weiteren Punkten neun Bedingungen ausraachfc. Um 
nun die Ourve wirklich punktweise herzustellen, itehmen wir 8 und 
einen von den sechs Punkten, etwa den Punkt 6 zu Scheiteln zweier 
Büschel, deren Strahlen durch die fünf übrigen Punkte hindurchgehen. 
Wir wollen die 8trahlen_6T^62^^ und 65 kurz mit A, B, C, D, E 
und die Strahlen ^1, §2, 53, SA, d5 kurz mit Ay, B„ (7„ !>„ E^ be- 
zeichnen. Diese Strahlen lassen wir einander nun so entsprechen, dass 

') Vergleiche in dieaei: Beziehung die Metkode von Ghasles zur Coustruction 
der Cuvven dritter Ordnung und jener der dritten Classe. Es wird dem Loser 
nicht schwer faUea die aUgemeine Methode den besonderen FäUeo. anEupaeaen, in 
donen eine Curve dritter Ordnung einen Doppelpunkt und jene der dritten CJasae 
eine Doppeltangente besitzt. 
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A, ~B, C, D, E das eindeutige und Ai, B,, C^, D„ Ei As& ihm entspre- 
chende zweideutige Büschel ist. Diese beiden Büschel S und 6 sind 
durch die fünf Strahlenpaare AA^, BB^ , CC'i , DB, , EE, vollkommen 
bestimmt und können nach Art, 22. des 1. Theiles vervollständigt wer- 
den. Je zwei entsprechenden Strahlen der beiden Büschel liefern dann 
durch ihren Schnitt einen Punkt der fraglichen Cnrve C^*. 

Wie aus Art. 22. des 1, Theiles hervorgeht, lassen sich die beiden 
Büschel lineal vervollständigen und somit lässt sich unsere Curve C^^ 
lineal construiren, wie das ja auch ganz natürlich ist. Wir bestim- 
men den Directiouakegelsehnitt B bezüglich des Sti'ahlenpaares AAi 
oder, was dasselbe ist, bezüglich des Punktes 1 der Curve C^^. Die 
(nach dem Satze von Brianehon) lineal construirten Tangenten dieses 
Kegelschnittes ') bestimmen auf den Strahlen AAj Punkte, welche mit 
den Büschels cheiteln 6, d verbunden entsprechende Strahlen der bei- 
den Büschel liefern, welche sich in Punkten der verlangten Curve C^' 
schneiden. Der Directionskegelschnitt berührt den Strahl A als den 
Träger der vermittelnden zweideutigen Keihe und ferner die Linien 
{ÄB,){A,B\ {AC;){A,G), (AD,)(^i^ (AE,) {A^E}', durch welche 
5 Tangenten er vollkommen bestimmt ist. 

Der Strahl A, welcher die Curve C/ im Punkte 6 und im Punkte 1 
schneidet, wird sie noch einmal schneiden müssen, und das geschieht 
in dem Berühr ungspimkte cc des Directionskegelsehnittes mit der Tan- 
gente Ä. Denn der von d nach a gehende Strahl A^ ist der zweite 
dem Strahle A ausser A^ entsprechende Strahl des zweideutigen Bü- 
schels. Wir haben damit die Losung der folgenden Aufgabe: 

„Eine Curve dritter Ordnung ist durch den Doppel- 
punkt und sechs weitere Punkte gegeben, man soll den 
dritten Schnittpunkt der Verbindungslinie zweier dieser 
Punkte mit der Curve auf lineale Weise finden," 

Denn dass sich der Berührun^punkt « mittelst des Lineals allein 
conatmiren lasse, braucht wohl gar nicht bemerkt zu werden. 

Der Directionskegelschnitt B löst noch einige unsere Curve C^^ 
betreffenden Aufgaben auf. 

Wie aus dem ersten Theile schon bekannt sein dürfte, entsprechen 
dem gemeinschaftlichen Strahle QÖ beider Büschel im zweideutigen 
Büschel die Tangenten, welche man von S aus an den Kegelschnitt B 
ziehen kann, und sind diese zwei Stralilen gleichzeitig die Tangenten 
unserer Curve im Doppelpunkte. 

„Die beiden vom Doppelpunkte d aus an den Dircctiona- 



') Wir tonnen" die diessbezüglichen CoitBtructiouon nicht hier nocbmals durch- 
führen, da sie im ersten Theüe mit grosser Ausführlichkeit helianclelt wurden und 
müssen den Leser dortliiu i 
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kegelschnitt gezogenen Tangenten (?,, G^, sind die Tan- 
genten der Curvo C,,^ im Doppelpunkte." 

Daraus ergibt sich gleich die dreifache Natur, welche der Doppel- 
punkt d annehmen kann. 

Liegt d ausserhalb E, so sind (?, und G^ reell und S ist dann 
ein eigentlicher Doppelpunkt. Liegt d innerhalb M, so sind Gy und 
Ctj imaginär nnd 6 ist ein isolirter Doppelpunkt. Wenn schliesslicli 
d auf der Peripherie von 11 liegt, so fällt (?, und G^ zusammen und 
S wird zu einer Spitze oder zu einem Rücfekehrpunkte. 

„Der Doppelpunkt ö unserer Curve 0/ ist ein eigent- 
licher oder isolirter Doppelpunkt oder aber ein Rückkehr- 
punkt, je nachdem er ausserhalb, innerhalb oder aber auf 
dem Direetionskegelschnitte selbst liegt." 

Bei einer Ourve dritter Ordnung mit einer Spitze geht also jeder 
Directionskegelschnitt durch die Spitze hindurch. 

Von dem Punkte 6 der Curve, welchen wir zum Scheitel des ein- 
deutigen Büschels gewählt haben, geht an den Kegelschnitt M ausser 
der Tangente A noch eine zweite Tangente t^, welche dem gemein- 
samen Strahle d6 beider Büschel im eindeutigen Büschel entspricht. 
Diese Tangente ist zugleich die Tangente unserer Curve im Punkte 6. 
(Vergleiche Art. 22. des ersten Theiles.) 

„Die Tangente der Curve im Scheitel des eindeutigen 
Büschels ist die von diesem au den Directionskegesehnitt 
gehende Tangente." 

Diese Tangente kann man mittelst des Lineales aliein constmiren 
und kann somit folgende, die Curve C^^ betreffende Aufgabe leicht 
lineal lösen: 

„Von einer Curve dritter Ordnung ist der Doppelpunkt 
und sechs weitere Punkte gegeben, man soll die Tangente 
der Curve in einem dieser sechs Punkte construiren." 

MtiU wud den betreffenden Punkt zum Seheitel des eindeutigen 
Bi sthels nehmen von dem ziigehorigen Direetionskegelschnitte die be- 
stimmenien fünf Tin^euten zeichnen, von denen eine durch den 
Scheitel selbst geht lud wiid dann (nach Brianchon) die zweite durch 
diesen Scheitel gehende Tangente lineal construiren, welches die ge- 
suchte Gerade ist 

Um d e Tangenten (?) G des Doppelpunktes zu finden, hat man 
eine q ladratibche iut^abe zu losen nnd wird jedenfalls des Cirkels 
bedürfen Es wnd sich dabei liium handeln, von d ans an deu durch 
fmf Tangenten gegebenen Kegels hnitt B die beiden Tangenten zu 
ziehen welche sich als Doppelsttahlen zweier projectivischen Strahlen- 
busehel leicht con&tiuiren lassen 
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Alle diese Aufgaben sind in Fig. 7 (Taf . IV) durchgefülirt worden 
und es bedarf wobl diese Figur keiner weiteren Erläuterung. 

Der Direetionskegelsclinitt Ü schneidet den Träger J., der ein- 
deutigen Hülfsreihe in zwei Punkten, den Verzweigmigspunkten, welche 
mit 6 verbunden die beiden Verzweigungsstrahlen des eindeutigen Bii- 
schels liefern. Diese Verzweigungsstrahlen ©,, 0^ ^^^^ jedoch bekanntr 
lieh nichts ajideres, als die vom Seheitel 6 aus an die Curve C^^ 
gehenden zwei Tangenten, welehe hiemit gefunden wären. 

Zieht man in den Schnittpunkten von It und A^ an H die Tan- 
genten und verbindet deren Schnittpunkte auf Ä mit 3, so erhält man 
die Doppelstrahlen des zweideutigen Büschels, welche die ihnen resp. 
entsprechenden Verwoigungs strahlen in den Berührungspunkten 'ö'i,^^ 
des Letzteren mit der Curve schneiden. Wir haben hiermit folgende 
Aufgabe gelöst: 

„Von einer Curve dritter Ordnung ist der Doppelpunkt 
und sechs weitere Punkte gegeben, man soll die beiden 
von einem der sechs Punkte an die Curve gehenden Tan- 
genten und deren Berührungspunkte construiren," 

Man wird den betreffenden Punkt zum Scheitel des eindeutigen 
Büschels nehmen und mit ihm so verfahren, wie mit dem Punkte 6 in 
Kg. 7 (Taf. IV). 

Wir werden gleich eine rationellere Äuflösungsweise dieser Auf- 
gabe kennen lernen. 

Dem Doppelpunktsstrahle 06 sind im Sinne des 7. Art. die beiden 
Strahlen dfl-j, ^•9',^ zugeordnet und gehören, als ihm enfeprechend, zu 
zwei ein - zweideutigen coneentrischen Strahlenböscheln, deren drei 
Doppelstralden die Curve 6'^' in den drei Inflexionspunkten schneiden. 
In Kg. 7 (Taf. IV) könnte man diese drei Doppelstrahlen und 
demgemäss auch die drei Inflexionspunkte der Curve sofort construiren. 
Die Doppelpunktstangenten Gi, G-^ sind nämlich, wie bekannt, sowohl 
die Verzweigungestrahlen des eindeutigen als auch die Doppelsti'ahlen 
des zweideutigen Büschels; so zwar, dass dem G^ als Verzweigungs- 
atrahle der Strahl G-j als Doppelstrahl entspricht und umgekehrt. Man 
hat somit, da dem 8Q der Strahl d&^ (oder d&^ entspricht, fünf 
Strahlenpaare, wodurch die beiden Büschel bestimmt sind. 

Ihre drei Doppelstrahlen I^, Jj, J^ (welche nach Art. 7. conatruirt 
werden können, (von welchen aber im Falle der Fig. 7 (Taf, IV) nur 
ein einziger reell ist) treffen die Curve C^^ in den drei Inflexions- 
punkten derselben. 

Würde der Doppelpunkt ö innerhalb des Directionskegelschnittes 
JR liegen, d. h. würde er ein isolirter Punkt sein, so liesse sich der 
angegebene Vorgang nicht direct befolgen, sondern man müsste zu 
drei Doppelpuuktsstrahlen die zugeordneten Strahlen paare in der 
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angegebenen Art eonstruiren, und dann die drei Doppebia'alilen J,, I.^, 1., 
"bestimmen, welche in diesem Falle sämmtlieh reell werden. Im Yor- 
hergeheiiden ist somit .die Lösung der folgenden Aufgabe enthalten: 

„Von einer Curve dritter Ordnung ist derDoppelpunbt 
und sechs weitere Punkte gegeben, man soll die drei In- 
flexionspunbte der Curve eonstruiren." 

Wenn eiamal die beiden coneentrischen ein- zweideutigen Büschel, 
deren drei Doppelstrahlen die Inflexionspunkte liefern, fisirt sind, so 
liftnn man in einfaclier Weise in irgend einem Panlcte die Curven- 
tangente und ebenso die beiden von diesem Punltte an die Curve 
gehenden Tangenten eonstruiren, ohne den betreffenden Punkt erst 
zum Seheitel des eindeutigen , die Curve erzeugenden StrahlenbOschels 
nehmen zu müssen. 

Um zum Beispiel in einem Punkte m der Curvo die Tangente zu 
eonstruiren, wird man sich den Tangentialpunkfc m' vom m consti-uiren 
können. Zu dem Behufe braucht mau nur dm zu ziehen, diesen Strahl 
zum zweideutigen der beiden coneentrischen Büschel zu rechnen, und 
den entsprechenden Strahl des eindeutigen zu eonstruiren, welcher die 
Curve in m' schneiden wird. Verbindet man nun in mit m, so erhält 
man die verlangte Tangente von m. Um den Schnittpunkt des dem 
eindeutigen Büschel zugehörigen Strahles dm' mit der Curve zu finden, 
construirt man zu ihm in dem, die Curve erzeugenden eindeutigen Bü- 
schel 6 den entsprechenden Strahl, welcher $m' in dem gesuchten 
Punkte m' sehneidet. 

Wenn man umgekehrt von einem Punkte m' der Curve aus an 
sie die beiden Tangenten ziehen wollte, so kann man sich zunächst 
deren Berührungspunkte m, mj eonstruiren, indem man zum Strahle 
am' (als zum eindeutigen der beiden coneentrischen Büschel gehörig) 
das entsprechende Strahlenpaar 3m, öjWj bestimmt, welches dann die 
Curve in dem Punktepaare nt, m^ schneidet. Verbindet man schliess- 
lich m' mit m und m,, so erhält man das von m' aus an die Curve 
gehende Tangentenpaar. 

Schneidet man in Fig. 7 (Taf, IV) die beiden, die Curve C^^ er- 
zeugenden Büschel i5 und 6 mit einer Geraden T, so erhält man auf 
derselben zwei ein-zweideutige Punktreihen, welche drei Doppelpunkte 
besitzen, die man nach Art. 37. des 1. Theiles leicht bestimmen kann. 
Diese drei Doppelpunkte sind offenbar die drei Schnittpunkte der Ge- 
raden T mit der Curve (Jj^, da sich in ihnen entsprechende Strahlen 
beider Büschel schneiden. Damit wäre folgende Aufgabe gelöst: 

„Von einer Curve dritter Ordnung ist der Doppelpunkt 
und sechs weitere Punkte gegeben, man soll die drei 
Schnittpunkte der Curve mit einer Geraden eonstruiren, 
ohne die Curve zu zeichnen." 
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Von den drei 8chiiittpunlrf«n können zwei imaginär sein oder 
aber es sind alle drei reell. Fallen zwei zusammen, so ist die Gerade 
eine Tangente, und wenn alle drei zusammenfallen, so ist die Gerade 
eine Inflesions- oder Wendetaugente. 

Der letzte Fall tritt nur dreimal ein. 

Die Frage nach den drei Assymptoten der Ourve C^^ kommt zurück 
auf die B'rage nach den drei Schnittpankten Mj, %, %, derselben mit 
der unendlich weiten Geraden. Diese drei Sehnittpunlite sind jedoch 
nichts anderes, als die drei Doppelpunkte der beiden einzweideutigen 
Reihen, welche die zwei Büschel 6 und d auf den unendlich weiten 
Geraden bestimmen, um die drei Doppelpunkte zu construiren, vei'- 
schiebe man eines der zwei Büschel, z. B. das Büschel 6 parallel mit 
sich selbst bis in den Scheitel S des zweiten. Auf diese Art erhält 
man zwei concentrische ein -zweideutige Strahlenbüschel, deren drei 
Dop;pelstrahlen TP, IP, IP die unendheh weite Gerade offenbar in den- 
selben drei Punkten ti,, tt^i **3 schneiden, wie unsere Curve C/. 

Die drei Doppelstrahlen ü"', TP, (P geben somit die Assymptoten- 
richtungen an. Die Assymptoten selbst erhält man durch Oonstruction 
der Curventangenten in den drei unendlich weiten Punkten «,, %i^, zf^. 
Man kann diese Tangenten, d. i. die Cui-venaasymptoten entweder 
nach einer der beiden schon erläuterten Methoden oder aber nach einer 
anderen, bald zur Sprache kommenden construiren. 

Die Curve C^^ kann in Bezug auf die unendlich weite Gerade ein 
verschiedenes Verhalten zeigen. Wir wollen die Curveu dritter Ord- 
nung mit einem Doppelpunkte in dieser Hinsicht eintheilen, und uns 
der von Seydewitz für Raumcurven gegebenen Bezeichnungsweise be- 
dienen. Wir unterscheiden zunächst: 

1) Die hyperbolische Curve C^^, welche die unendlich weite Ge- 
rade in drei reellen Punkten schneidet. Also Uf,ti^,u^ sind hier 
sämmtlich reell und von einander verschieden, 

2) Die elliptische Curve C^^ trifft die unendheh weite Gerade in 
einem reellen und zwei imaginären Punkten, (m, reell, i%, w^ imaginär.) 

3) Die parabolisch-hyperbolische Curve C^^ schneidet die unend- 
lich weite Gerade in einem und berührt sie in einem anderen reellen 
Punkte (m, fällt unendlich nahe zu u^). Diese Curve hat eine eigent- 
liche Assymptote;, während die unendlich weite Gerade die beiden 
anderen Assymptoten vertritt. 

4) Die parabolische Curve C^^ oskulirt die unendlich weite Gerade, 
Diese Gerade vertritt alle drei Assymptoten und ist eine Inflexions- 
tangeate der Curve. 

Die hyperbolische Curvenart besitzt drei von einander gesonderte 
Zweige, welche in den unendlieli weiten (jurvenpunkten zusammen- 
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Diese Curpenart kann eine besondere Natui' dadurch annehmen, 
dass der Doppelpuükt unendlich weit fällt. Dann werden zwei Assym- 
ptoten (die Doppelpunktatangenten) parallel sein und wir nennen diese 
Curve eine hyperbolische Corve besonderer Art. 

Auch bei den elliptischen Curven Itann etwas Äehnliches eintre- 
ten, dann nämlicli, wenn die Curve einen unendlich weiten aber iso- 
lirten Doppelpunkt besitzt. Sie hat in diesem Falle zwei imaginäre, 
parallele Assymptoten mit reeller Richtung. Wir nennen eine solche: 
eine elliptische Curve besonderer Art. Bei den parahohsch-hyperboli- 
sehen Curven kann insoweit eine hemerkenswerthe Spezialität eintreten, 
als die unendlich weite Gerade eine Doppelpunktstangente werden 
kann. Es soll auch diese Curvenart durch den Beisatz „besonderer 
Art" unterschieden werden. 

Aber auch die Assymptoten selbst können ein verschiedenes Ver- 
halten zeigen. Entweder sie berühren die Curve in den unendlich 
weiten Punkten einfach, oder aber es ist eine oder es sind alle drei 
von ihnen gleichzeitig Wendetangenten der Curve. Es können sonach 
folgende drei Fälle eintreten: 

1) Alle drei Assymptoten sind einfache Assymptoten. 

2) Eine Ässymptote ist eine Wendetangente ■ — dann soll sie als 
Inilexionsassymptote bezeichnet werden. 

3) Alle drei Assymptoten sind Inflexionsassymptoten. 

Der Fall, dass nur zwei Assymptoten in&ectorisch wären, kann 
nicht eintreten, da die drei Inflesionspunkte unserer Curve C4* immer 
in einer und derselben Geraden hegen, so dass die Yerbindungslmie 
zweier Inflexionapunkte die Curve im dritten InflexJonspunkte sclmei- 
den rauss. 

16. Bei der wirldichen Construction einer CuiTe Cj^ mit einem 
Doppelpunkte wird es von besonderem Interesse sein, für alle oder 
wenigstens mehrere der nach Art. 15. constrnirten Punkte der Curve 
die Taugenten zu haben. 

Nun wurde zwar im vorhergehenden Artikel eine Methode der 
Tangenten construction wohl angegeben, doch ist dieselbe desshalb nicht 
gut verwendbar, weil man den Punkt, dessen Tangente man eon- 
struireu will, zum Scheitel eines eindeutigen, die Curve erzeugenden 
Büschels nehmen und dann den Directionskegelschnitt fixiren muss. 
Es sind dazu eine Menge von Vorbereitungsconstructionen nöthig, 
wesshalb die Methode durch eine andere jetzt anzugebende ersetzt 
werden mag. 

Sei Fig. 8 (Taf. IV), d der Doppelpunkt der Curve, 6 der Scheitel 
des ein füi- allemal festzuhaltenden eindeutigen Büschels, und 1 jener 
Punkt der Curve, bezi^lich dessen der Direetionskegelschnitt M bestimmt 
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wurde.') Die zwei Strahlen dl und 61 sind imn zwei eiitspr eckende 
Strahlen der beiden, die Corve C^ erzeugenden Büschel. Der Directions- 
kegelschnitt B. wird den Strahl 61 zur Tangente haben und jeder neue 
Punkt der Curve C^ wird eine Taugente des Directionskegelachnittes 
liefernj so wie umgekehrt jeder Tangente des Directionskegelachnittes 
ein Punkt der Curve G^ entspricht. 

„Die Punkte der Curve (7j'' und die ihnen entsprechen- 
den Tangenten des Kegelschnittes B, sind zwei projecti- 
viache Systeme." 

So liefert der Punkt 2 der Curve C4* die Tangente 6&] des Di- 
rectionskegelschnittes, welche man erhält, wenn man 2 von 6 und S 
aus auf ö'i und 61 reap. projicirt und die erhaltenen Projectionen h 
und &| verbindet. Ebenso liefert der Punkt 3 die Tangente cci des 
Kegelschnittes H. Umgekehrt würden die Tangenten öZi,, cc^ resp. 
die Curvenpunkte 2 und 3 liefern. Es ist aus der Figur sofort au ersehen, 
dass die Punkte der Curve C^' und die ihnen entsprechenden Tangenten 
des Difectionske gel Schnittes zwei projectivische Systeme bilden. 

Denn bewegt sich der Punkt 2 längs der Curve C^, so beschreibt 
öä ein Strahlbüschel, welches perspectiviscli zu der von c, beschriebe- 
nen Punktreihe ist. Diese Punktreihe liegt aber wieder mit der Tan- 
gentenschaar von R pei^pectivisch, also ist die Tange ntenschaar von 
It mit dem Büschel, welches S2 beschreibt, projectivisch. 

Zwei Tangenten von S, liefern zwei Punkte von C^, und somit 
werden zwei unendhch nahe Tangenten von JJ zwei unendlich nahe 
Punkte von (7,^ liefern, oder was dasselbe ist, jeder Berührungspunkt 
einer Tangente von R wird die Tangente eines Punktes von C^ liefern. 
Behalten wir nun die beiden Punkte 2 und 3 etwas mehr im 
Augenmerke; die Gerade 23 kann man dadurch zu einer Curventan- 
gente machen, dass man den Punkt 3 längst dieser Geraden immer 
mehr und mehr und schliesslich unendlich nahe gegen den Punkt 2 
rücken läsat. Die dem Punkte 3 entsprechende Tangente ~cc\ des 
Divectionskegelschnittes R wird einen zweiten Kegelschnitt, den wir 
S nennen wollen, umhüllen. Denn wenn 3 längs der Geraden 23 ==(2 
fortrückt, so beschreiben die Strahlen (53 und 63 zwei perspeetivische 
Stralüenbüschel und die beiden Punkte c, C( zwei projectivische Punkt- 
reihen auf dl und 61, deren Directionsaxe die Gerade 23 ist. 6 und 
S sind dabei ein Paar enteprecheiider Punkte. Die Gerade 'cc[ wird da- 
her einen Kegelschnitt jS umhüllen, welcher dem Dreiseit dl6 einge- 
schrieben ist, und welcher 8\ und 61 in den zwei Punkten m, n be- 
rührt, in welchen diese Geraden von 23 resp, getroffen werden. 

Jeder Lage von 3 entepricht eine Tangente von S imd R und 

') Eigentlich bezüglich des Strahlenpaaros öl, Cl. 
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eia besonderer Directionskegelschuitt li. Die sämmtliehen Directions- 
kegelsehnitte , d. h. die sämmtliehen den einzelnen Lagen von 3 auf 
t^ entsprechenden Kegelschnitte gehören einer Curvenreihe an, da sie 
vier feste Tangenten besitzen und die Tangente cT^ (welche auch dem 
Kegelschnitte S angehört) als variabel auftritt. 

Rückt nun der Punkt 3 unendlich nahe zu 2, d. h. wird (^ nur 
Tangente der Curve im Punlite 2, so rückt cc[ gegen 66j und beide 
werden sieh im Berührungspankte von öö, mit dem Directionskege!- 
schnitte schneiden. Da jedoch hh, und cCi ebenfalls Tangenten des 
Kegelschnittes jS sind, so werden für diese Grenzlage B, und 6' die 
Tangente ibj (= cc,) in demselben Punkte berühren. Diesen Be- 
rührungspunkt ß können wir jedoch mittelst des Kegelschnittes 8 sehr 
leicht finden, indem wir folgenden allgemein bekannten Satz über 
Kegelschnitte zur Verwendung bringen: 

„Ist ein Kegelschnitt einem Dreiseit eingesehrieben, so gehen die 
Verbindungslinien der drei Ecken mit den Berührungspunkten der 
gegenüberliegenden Seiten durch einen und denselben Punkt." 

Betrachten wir nämlich das dem Kegelschnitte S umschriebene 
Dreieck IJ&i, so wird dessen Seite öl in m, bil in n und bb^ in dem 
gesuchten Punkte ß berührt, um also ß zu finden, ziehe man «ji^ 
und nb und verbinde den Schnittpunkt beider mit der Ecke J , wo- 
durch man eine Gerade erhält, welebe hb, in dem gesuchten Punkte 
ß schneidet. 

„Wenn die Gerade t^ die Ourve G^^ im Punkte 2 berührt, 
so berührt der Direetionskegelschnitt die dem Punkte 2 
entsprechende Tangente im Punkte ß." 

Wir haben dadurch zunächst eine Losung für folgende Aufgabe 
gefunden : 

„Von einer Curve C^^ dritter Ordnung ist der Doppel- 
punkt, fünf weitere Punkte und die Tangente in einem der- 
selben gegeben, man soll die Curve construiren." 

Sei Kg. 9 (Taf. IV) ö der Doppelpunkt, 1, 2, 4, 5, 6 die fünf Punkte 
und tu die Tangente der Curve im Punkte 2. Nimmt man wieder einen 
von den Punkten, z, B. 6 zum Scheitel des eindeutigen Büschels, so 
erhält man von den beiden Büscheln 6 und ä die vier durch 1, 2, 4, 5 
resp. gehenden Strahlenpaare AA^, BJB,, -DZ),, EB^, also nicht so viele 
als zur Bestimmung der beiden Büschel nothwendig sind. Trotzdem 
lassen sich die Büschel dadurch vervollständigen, dass man mittelst 
der gegebenen Tangente t^ den Direetionskegelschnitt R der beiden 
Büschel fixirt. 

Bestimmt man den Kegelschnitt R bezüglich des Strahlenpaares 
AÄf (oder des Curvenpunktes 1), so erhält man sofort folgende vier 
Tangeuten desselben: Ä, (ABJJÄ^B), (ÄDJXä^])), {AI!^) (Ä,E}. 
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Von der zweiten Tangente {ÄBf) {Ä,B), welche wir kurz mit h be- 
zeichnen wollen, kann man nun nach dem vorhin Entwickelten den 
Berührungspnnkt ß construiren. Man findet ihn nämlich als Berührungs- 
punkt jenes Kegelschnittes S, welcher dem Dreiseit J-J-^ö eingeschrie- 
ben ist und Ä und Ä^ in deren Schnittpunkten mit t^ berührt. (Es 
ist also t^ die Polare von 1 bezügUch d ieses Kegelschnittes S.) Man hat 
also nur (J., (;) {-^ i) und {A^ b) {Ä t^) zu ziehen und deren Schnitt- 
punkt mit 1 zu verbinden, wodurch man eine Gerade erhält, welche 
b in dem gesuchten Berührungspunkte ß schneidet. Nun hat man 
vom Ditectionskegelschuitte E vier Tangenten und den Eerühmugs- 
punkt einer derselben und kann somit beliebig viele andere Tangenten 
desselben construiren. Dadurch werden aber die beiden Büschel 6, S 
vervollständigt und unsere Curve 0^^ constmirt. Da man sieh so viele 
Punkte von C,' verschaffen kann, als man eben will, so kann man 
auch alle bisher im allgemeinen Falle gelösten Aufgaben auch hier 
auflösen. 

Diess mag hier ein für allemal gesagt sein, dass, sobald man die 
Mittel an der Hand hat, die Curve C^^ zu construiren, man alle Auf- 
gaben, welche die eine oder die andere Bestimmungsart der Curve 
vorausseteen, auflösen kann. 

Die Tangeute t.^ des Punktes 2 tritt somit als Polare des Punktes 1 
(bezüglich dessen der Direetionskegel schnitt bestimmt wurde) in Bezug 
auf einen Kegelschnitt S auf, welcher dem Vierseit 6ä', A, A^, b '} 
eingeschrieben ist und die Seite Ö in demselben Punkte ß berührt, wie 
der Direetionskegel schnitt It. Wir werden also auch umgekehrt aus 
so viel gegebenen Stücken, als zur Fisirung des Directionskegelschnittes 
nöthig sind, die Tangente ij des Punktes 2 construiren können. 

Die Figur 9 zeigt auf den ersten Blick folgenden einfachen Zu- 
sammenhang der ganzen Sache. 

Die Gurventangente t^ schneidet nämlich die dem Punkte 2 ent- 
sprechende Tangente b des Directionskegelschnittes It in einem Punkte 
ß', welcher harmonisch ist zu dem Berührungspunkte ß von b in Bezug 
auf die durch das Strahlenpaar A, Aj auf b bestimmte Strecke p q. 
Würde man also zum Punkte ß den vierten harmonischen Punkt ß' 
construiren. und mit 2 verbinden, so ist die erhaltene Verbindungslinie 
die Tangente (, der Curve im Punkte 2. 

Diess gibt die Lösung folgender Aufgabe: 

„Von einer Curve dritter Ordnung ist der Doppel- 
punkt und sechs weitere Punkte gegeben, man soll in 



') Der Kegelschnitt S entsteht als Enveloppe zweier projectiviacher Reihen 
auf A und A,, zu denen G ttnd 3 als ein Priar entsprechender Punkte gehören, 
weashalb iS auch die Gerade 6 ä Lerflhrt. 
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einem dieser sechs Punkte die Curventaiigonte cou- 
struiren." 

Man nehme Fig. 10 (Taf. IV) d und G zu Scheiteln der beiden 
einzweideutigen Büschel, welche die Curve erzeugen sollen, und erhält 
nun den fünf Punkten 12 345 entsprechend fünf fetrahtenpaare AAi, 
iJB,, CC„ DDi und BEy Für den beaughch eines der fünf Punkte, 
z, B, bezüglich 1 bestimmten Directionskegelschnitt R bekommt man 
die fünf T angenten A, {AB,) (A^B), {AC^)(Ä^C), (ÄDjJ^Ä^B), 
(ÄE,) {ÄiE), wodurch derselbe flxitt ist. 

Um nun zu einem der Punkte 1, 2, 3, 4, 5, z. B. zum Punkte 2 
die Tangente (^ zu construiren, bestimme man sich (nach Brianchon) 
den Berührungspunkt ß der diesem Punkte entsprechenden Tangente 
{AB^) (J-i B) mit dem Directionskegelschnitte, und construire zu ihm 
den vierten harmonischen Punkt ß' bezüg lich der Strecke pq, welche 
das Strahlenpaar AAj auf der Tangente (AB^) (^i-B) bestimmt. 

Verbindet man nun 2 mit ß' , so ist die Verbindungslinie die ge- 
suchte Tangente t-i der Curve C/ im Punkte 2. Dieselbe Aufgabe 
hUtte man auch in anderer Art . auflösen können. Man braucht nur 
den Punkt, dessen Tangente verlangt wird, zum Scheitel des eindeuti- 
gen Büschels zu nehmen und an den Directionskegelschnitt die zweite, 
von ihm ausgehende Tangente zu construiren. 

Dass man in derselben näher auseinander gesetzten Art und Weise 
zu jedem eonstruirten Curvenpunkte mit grösster Leichtigkeit sofort 
die Tangente zeichnen k&nne, braucht wohl insbesondere nicht erwähnt 
zu werden, 

17. Wir wollen in diesem Artikel zeigen, in welcher Art man 
die Tangente der Curve C^^ in jenem Punkte construiren könne, in 
Bezug auf welchen der Directionskegelschnitt R bestimmt wurde, Diess 
war in allen bis jetzt betrachteten Julien der Punkt 1. 

Sei also Pig, 11 (Taf. IV) d der Doppelpunkt und 6 der Scheitel 
des eindeutigen Büschels, sowie 1 der Punkt, bezüglich dessen der 
Directionskegelschnitt B bestinunt wurde. Wenn nun 2 den dem 
Punkte 1 unendlich nahen Punkt vorstellt, so liefert er die Tangente 
bbi des Directionskegelschnittes B, welche man erhält, indem man 2 
von 6 und 8 auf 51 und 61 reap. in 6 und ö, projicirt und dann die 
Punkte h und ^, verbindet. Ist 2 dem Punkte 1 unendlich nahe, so 
ist J>hi die durch 1 (oder 2) an den Directionskegelschnitt gehende 
Tangente') und l2 = t, ist die Curventangente im Punkte 1. 

Aus der FiguK folgt jedoch sofort, dass beim Unendlichnah er üeken 
von 1 und 2 die vier Strahlen ib^, t,, öl und öl ein harmonisches 



') 61 ist dio andere von 1 an E golicnde Tangente, 
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Büschel bilden werden. Es folgt dies aus d«m Vierecke 2h\h^. So- 
mit der Satz; 

„Die Curvent angeilte in irgend einem Punkte thoilt 
mit der, von diesem Punkte an den bezüglich desselben Vie- 
stimmten Directionskegelschnitt gehenden, Tangente den 
Winkel des durch den Punkt gehenden Strahlenpaares der 
beiden die Curve erzeugenden Büschel harmonisch." 

In diesem Satze liegt gleichzeitig die Andeulimg aar Construetiun 
der Taugeute des Punktes 1. Man wird einfach von 1 an deu Di- 
rectionskegelschuitt die zweite Tangente (nacli Briauchou) construirea 
und zu ihr bezüglich des Strahlenpaares Ä, A, den harmonischeu 
Strahl t, bestimmen ; dieses ist die gesuchte Taugente. Natürlich kann 
man auch iimgekehi-t, wenn die Tangente i, der Cui've Oj^ im Pvmkte 
1 bekannt ist, die von 1 an B gehende zweite Taugente construiren. 
Mau hat bloss au t, den bezüglich ÄÄ^ harmonischen Strahl zu con- 
struiren, welcher diese Taugente darstellt. 

Diess gibt eine Auflösungsmetliode für die schon zweimal gelöste 
Aufgabe : 

,,eine Curve 6^ aus dem Doppelpmikte und 5 weiteren Punkten 
nebst der Tangente eines derselben zu construiren." 

Wäre z. B. die Tangente t, des Punktes 1 gegeben, und man 
würde den Punkt 6 zum Sclieitel des eindeutigen Büschels nehmen, 
80 könnte man den Directionskegelsclmitt B auch bezüglich des 
PunJites 1 bestimiuen. Von dem Directionskegelschnitte erhielte man 
erstens die Tangente 61, ferner drei weitere Tangenten, welche den 
drei ausser 6 und 1 gegebenen Punkten entsprechen, und schliesslich 
die fünfte in der angegebenen Art mittelst t, und mittelst des Strahleu- 
paaves 61, <51 construirte, durch den Punkt 1 gehe ude Tangente, Im 
ganzen also fünf Tangenten, wodurch der Kegelschnitt bestimmt erscheint. 
18. In den vorhergehenden Betrachtungen sind die Mittel zur 
Construetiun der Curven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte 
niedergelegt, wenn unter deu Bestimmuugsstücken Taugenten vorkom- 
men. Wir wenden uns daher, weil der Fall, wo eine Tangente ge- 
geben ist, schon ausführlich behandelt wurde, zu der folgenden Aufgabe : 
„Von einer Curve dritter Ordnung ist der Doppelpunkt, 
vier weitere Punkte uud die Tangenten von zweien gegeben, 
man soll die Curve construiren," 

Sei Fig. 12 (Taf, IV) S der Doppelpunkt und 12 3 4 die vier be- 
kannten Punkte der Curve, sowie i^ und t^ die Tangenten der beiden 
Punkte ] uud 2. 

Man kann nun einen verschiedenen Constructiousweg einschlagen: 

1) Mau nimmt einen der beiden Punkte 3, 4, z. B. üen Punkt 4 

zum Scheitel des eindeutigen Bücheis uud bestimmt den Directions- 
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kegelsclmitt R bezüglich des zweiten Pimktes 3; dann erhält luaii für 
den Kegelsclmitt E drei Tangenten und die Berührungspunkte zweier 
derselben, welche mittelst der gegebenen Tangenten ti, i^ nach Art. 16. 
construirt werden. Dadurch ist der Direetionskegelschnitt bestimmt 
und die Curve kann construirt werden. 

Tn dieser Art ist auch die Construction der Ourve in Fig. 1.2 
(Taf. IV) durchgeführt worden und bedarf wohl diese t^gur keiner 
weiteren Erläuterungen. 

2) Die Curve könnte man femer auch durch folgende Anordnung 
der Construction erhalten, deren Ausführung jedoch dem Leser über- 
lassen bleiben möge, da wir überzeugt sind, dass er auf keinerlei 
Schwierigkeiten bei der Ausführung stossen werde. 

Man nimmt einen der beiden Punkte 3, 4 zum Scheitel des ein- 
deutigen Büschels und bestimmt den Direetionskegelschnitt E bezüg- 
lich eines der beiden Punkte 1, 3. Man erhält in diesem Falle für li 
vier Tangenten und den Berührungspunkt einer dereelheu. 

3) Man nimmt einen der beiden Punkte 1 , 2 zum Scheitel des 
eindeutigen Büschels und bestimmt den Direetionskegelschnitt hezüg- 
lich des Änderen. Hier erhält man für B abermals fünf Tangenten. 

4) JMan nimmt einen der Punkte 1, 2 zum Scheitel des eindeuti- 
gen Büschels und bestimmt den Direetionskegelschnitt bezüglich eines 
der Punkte 3, 4, wodurch man (üx B vier Tangenten nehst dem Be- 
rührungspunkte einer erhält. 

19. Ebenso einfach wie fast alle bislier behandelten Aufgajjen 
wird die folgende gelöst werden können: 

„Von einer Curve dritter Ordnung ist der Doppolpunki, 
drei weitere Punkte und deren Tangenten gegeben, man 
soll die Curve conatruiren." 

In Fig. 13 (Taf. IV) ist Ö der Doppelpunkt 1, 2, 3, die drei Cur- 
venpunkte und ^,, t^, t^ deren Tangenten. Den einen der drei Punlite, 
z. B. 3 nehmen wir zum Scheitel des eindeutigen Büschels und be- 
stimmen den Direetionskegelschnitt B etwa in Bezug auf den Punlit 1 . 
Von 3 und 8 gehen nach 1 und 2 die Strahlenpaare ÄÄ„ BH^, wo- 
bei das erstere von dem letzteren in dem Punktepaare Zij,t resp, ge- 
schnitten wird. Von dem Directionskegelschnitte haben wir vor der 
Hand drei Tangenten; nämlich erstens A als den Träger der zwei- 
deutigen Hülfsreihe, b'b^ als die dem Punkte 2 entsprechende Tangente 
und schliesslich t^ als Curventangente des eindeutigen Büschelscheitels. 
Wir können jedoch leicht den Berührungspunkt ß der Tangente 'bl}^ 
und dann eine vierte Tangente von B construiren , wodurch dann 
dieser Kegelschnitt bestimmt ist. Zieht man nämlich die durch h und 6, 
gehenden Diagonalen des von den vier Geraden A,A,t2 und bh^ ge- 
bildeten Viereckes, und verbindet deren Schnittpunkt mit dem Punkte 1, 
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SO sclmeiclet die Verbindungslinie die Tangente bb^ in deren Berührungs- 
punkte ß mit dem Directionskegelschnitte K Wenn man femer zu 
dem Strahle t^ (d. i. zu der Curventangente des Punktes 1) bezüglicii 
des in 1 zusamraenstossenden Strahlenpaarea Ä,A, den conjugirt har- 
monischen Strahl t^' bestimmt, so ist dieser (nach Bewiesenem) eben- 
falls eine Tangente des Directionskegelschnittes. 

Von dem letztgenannten Kegelschnitte besitzen wir nur vier Tan- 
genten und den Berührungspunkt einer derselben und können somit 
denselben vervoEständigen und dadurch die verlangte Curve constrairen. 
20. Die verschiedenen in den vorhergehenden Artikeln über Cur- 
ven dritter Ordnung gelosten Aufgaben können durch eine spezielle 
Lage der gegebenen Elemente eine besondere Form erlangen; die Me- 
thode der Auflösung resp. Oonstruction bleibt jedoch in jedem Falle 
auf die betreöenden Prinzipien gestützt und wird Jedermann, der mit 
diesen kekannt ist, gar keine Schwierigkeiten bereiten. 

Unter den gegebenen Elementen setzen wir den Doppelpmili;t d 
ein für allemal voraus. 

Es können nun folgende besondere Fälle eintreten, in welchen 
die Curve zu construiren, wir dem Leser selbst überlassen. 

1) Die Curve ist gegeben durch d, fünf Punkte und eine Assym- 
ptofcenrichtung, oder vier Punkte und zwei Assymptotenrichtungen, oder 
drei Punkte und drei Assymptotenrlchtungen. 

2) Durch S, eine Doppelpimktstaugente und weitere fünf Punkte, 
oder beide Doppelgjmktatangenten und vier Punkte. 

3) Eine parabolisch hyperbolische Curve durch den Doppelpunlit, 
den unendlich weiten Berührungspunkt und vier weitere Punkte, oder 
soviel Bediogungen als diese vier Punkte ersetzen. 

4) Eine Curve G^^ ist gegeben durch den Doppelpunkt, eine As- 
symptote und vier Punkte, oder durch awei Assymptoteii und zwei 
Punkte, oder durch drei Asymptoten. 

Eine besondere Gruppe aller dieser Fälle würde dann entstehen, 
wenn der Doppelpunkt unendlich weit fiele, wobei dann auch eine 
seiner Tangenten zur unendlich weiten Geraden werden konnte. 

Einige der genannten Spezialfälle constructiv durchzuführen ist 
wohl überflüssig, erstlich weil uns diess nichts Neues liefern würde 
und weil es demjenigen unserer Leser, welcher sich dafür interessiren 
sollte, keinerlei Schwierigkeiten bereiten kann. 

21. Wir haben in den vorhergehenden Artikeln bereits alle Y'Mla 
der Bestimmungsai-t einer Curve C/ dritter Ordnimg, bei welcheji 
Tangouten unter den Bestimmungsstücken sich befinden, durchge- 
nommen. 

Wir kommen nun zu den Fällen, in welchen auch Inflexionstan- 
genten als bestimmende Elemente aufti'eten. 
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Uiisere Gurve C^^ besitzt, wie wir wissen, drei Inflexioiispuiikte 
iy,i^,i^, welche dann insgesamuit reell sind, wenn der Doppelpunkt 
8 ein isolirter ist, während zwei imaginär werdeu, wenn d ein eigent- 
licher Doppelpunkt wird. Die Tangenten /,, I,, I.^ der Curve in den 
drei Inflexionspunkten sind die drei Inflexionstangenten , von welchen 
jede die Curve hi drei unendlich nahen Punkten sehneidet. 

Da jede Inflexionstaiigente drei zusammenfallende einfaehe Tan- 
gouteu vorstellt, so liisst sich von jedem Inflexionspunkte an die Curve 
nur mehr eine Tangente ziehen. Diese Bemerkung dient dazu, um 
festzustellen, in welcher Ai-t am einfachsten ein Iiiflexionspunkt der 
Curve C^^ entsteht. 

Von jedem Punkte t der Curve lassen sich an dieselbe bekannt- 
lich zwei Tangenten T^, T^ ziehen, während die Tangente ® der Curve 
im Punkte i für zwei weitere Tangenten gilt. 

Aus dem Punkte t wird nun ein Inflexionspunkt , wenn eine von 
den beiden Tangenten .T",, T.^^ mit der Tangeute @ zuEaramenfällt. 

Nun denken wir uns die Curve C^^ durch zwei ein- zweideutige 
Büschel erzeugt, ao zwar, dass der Scheitet t des eindeutigen Büschels 
ein Inflexionspunkt der Curve werden soll und wollen untersuchen, 
was für Bedingungen da erfüllt sein müssen. 

Bestimmt man den Dir ectionske gelschnitt M der beiden Büschel 
bezüglich irgend eines Punktes, z. B. 1 der Curve, so schneidet {nach 
Art. 15.) dieser Kegelschnitt den Strahl dl in denselben zwei Punkten 
wie die beiden von t aus an C^ gehenden Tangenten Tj, T^. Nun 
ist ferner die von t an JJ gehende Taugente die Taugente ® des 
Scheitels t. Soll nun ® mit einer der Tangenten T,, T^ zusanmien- 
fallen, so ist nöthig und hinreichend, dass die Tangente ® den Re- 
ductionskegelschnitt B in einem seiner Schnittpunkte mit dem Strahle 
d 1 berühre. Dann wird der Scheitel t ein Infl.exionspun]it der Curve C^. 
„Ist der Scheitel des eindeutigen, die Curve C/ erzeu- 
genden Büschels ein Inflexionspunkt der Curve, so berührt 
die Inflexionstangente den Direetionskegeschnitt in dem- 
selben Punkte, in welchem er einmal von jenem Strahle 
des zweideutigen Büschels getroffen wird, welcher zu dem 
Strahlenpaare gehört, bezüglich dessen der Directions- 
kegelschnitt genommen wurde," 

Wir können nun leicht folgende Aufgabe lösen: 
„Von einer Gurve dritter Ordnung ist der Doppelpunkt 
ö, ein Inflexionspunkt ij nebst dessen Tangente J, und wei- 
tere drei Punkte 1,2,3 gegeben, man soll die Curve con- 
struiren." Fig. 14 (Taf. IV.). 

Man nehme den Inflexionspunkt i, zum Scheitel des eindeutigen 
Büschels und bestimme den Directionskegelsclmitt E bezüglich eines 
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der drei übrigen Puiiltte, z, B. bezüglich 1. Von diesem Kegelauhnilte 
erhält man zimäehst drei Tangenten, nämliek: erstlich i,!, femer 
jedem der beiden Punkte 2 und 3 eine entsprechend, welche man in 
bekannter Weise findet; schliesslich muss der Directionskegelschnitt R 
auch die Inflexionstangente J, berühren und zwar in dem Punkte, wo 
sie von dem Strahle Sl geschnitten wird. Man kennt also vom E,e- 
duetionskegelschnitte vier Tangenten und den Berührungspunit einer 
derselben, wodurch er und hiemit auch die beiden, die Cui-ve erzeu- 
genden Büschel bestirarat sind. In der Fig. 14 (Taf. IV) ist die Con- 
struction der Gurve durchgeführt und bedarf wohl keiner weiteren 
Erläuterung. 

Ganz ebenso gestaltet sich die Losung folgender Aufgabe: 
„Von einer Curve dritter Ordnung ist der Doppelpunkt 
S, ein Inflexiouspunkt », nebst dessen Tangente J,, ferner 
zwei weitere Punkte 1, 2 nebst der Tangente i^ des ersten 
derselben gegeben; man soll die Curve construiren." 

Wieder wird man ij zum Scheitel des eindeutigen Büschels neh- 
men und den Reductionskegelschnitt entweder bezüglich des Punktes 1 
oder des Punktes 2 bestimmen. 

Im ei'sten Falle erhält man vom Reductionskegelschnitt abermals 
vier Tangenten nebst dem BerUhi-ungspunkte einer derselben, wogegen 
man im aweiten Falle drei Tangenten nebst den Beriilirungspunkten 
zweier derselben erhält; in beiden Fallen soviel, als zur Bestimmung 
des Direetionskegelschnittes uothwendig ist. 

Die eonstructive Ausführung dieser Aufgabe überlassen wir dem 
Leser. 

22. Wir haben im vorhergehenden Artikel einen Infiexionspunkt 
dadurch entstehen lassen, dass wir die Curventangente eines Punktes 
mit ein.er der beiden von ihm an die Curve gehenden Tangenten zu- 
sammenfallen Hessen. Wir können einen Infiexionspunkt resp. eine 
Inflexionstangente auch auf folgende Weise erzeugen. Denken wir 
uns nämUch in irgend einem Punkte t der Curve die Tangeute Q' ge- 
zogen, so wird diese die Curve noch in einem reellen Punkte f schnei- 
den; rückt nun der Punkt f unendlich nahe zum Berührungspunkte i, 
so wird ö' eine Inflexionstangente und der Berührungspunkt t ein In- 
fi ex ionspimkt. 

Sei nun Fig. 15 (Taf, V) S der Doppelpunkt, 1 der Punkt, be- 
züglich dessen der Direetionskegelschnitt genommen wurde, und 6 der 
Scheitel des eindeutigen Büschels; ferner t ein weiterer Punkt, S- dessen 
Tangente und C der Schnittpunkt derselben mit der Curve, Projieirt 
man t von 6 und 8 auf 31 und 61, so erhält man die beiden Punkte 
b, &,, deren Verbindungslinie ftfe, eine Tangente des Directionskegel- 
schnittes U ist. Zur Bestimmung des Berührmigspunktes ß derselben 
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verweadtitou wir am betreifenden Orte einen Hülfskegelachnitt 8, wel- 
cher dem Dreiseit 6dl eingtachrieben ist, und die Seiten 61, äl in 
den zwei Punkten m und n berührt, in welchen sie von der Tangente 
& geschnitten weiden. Wir fanden, daas dieser Kegelschnitt S die 
Tangente "6öj in demselben Punkte ß berühre, wie der Kegelschnitt Ft. 
Man erhält den Berührungspunkt ß einfach als Schnitt von hhi mit 
der Verbindungslinie von 1 mit dem Punkte (ml) (w&i)- ^^v Punkt f 
der Curve Hefert nun eine weitere Tangente des Directionskegel- 
schnittes, nämlich die Verbindungshnie ccl der Projectionen Von t' aus 
8 und 6 auf 61 und äl. Nun kann aber der Kegelschnitt 8 als Eii- 
veloppe zweier projecÜTischen Punktreihen auf 61 und dl betrachtet 
werden, für welche 6 und ä ein Paar entsprechender Punkte und -O- 
die Directionsase ist. Daraus folgt, dass die Gerade cöj, weil sie zwei 
entsprechende Punkte der beiden Reihen verbindet, auch eine Tan- 
gente des Kegelschnittes 8 ist. Somit ist cc^ eine den beiden Kegel- 
schnitten R und S gemeiuschaftliehe Tangente. 

Nun kennen ■ wir alle vier den beiden Kegelschnitten JE und S 
liehe Tangenten. Es ist diess erstlich der Strahl 61, 
i die doppelt zu zählende Tangente ööj, welche von beiden 
Kegelschnitten in dem nämlichen Punkte ß berührt wird, und schhess- 
lich die Tangente ccl. Sonst haben die beiden Kegelschnitte keine 
gemeinschaftlichen Tangenten. 

Bewegt sich nun der Punkt f längst der Tangente gegen den 
Berührungspunkt ( derselben, so nähert sich die Tangente cc^, wäh- 
rend sie eine gemeinschaftliche Tangente von II und 8 bleibt, immer 
mehr und mehr der Tangeute hbi. Fällt sclüiesslich f mit ( zusam- 
men, d. h. wird ( ein Inflexionapuukt, so fällt auch ccl ^^^ ''^i '^"' 
sammen, so dass dann in bh^ drei gemeinschaftliche Tangenten der 
beiden Kegelschnitte It und 8 vereinigt sind. Die zwei Kegelschnitte 
B und 8 oskuliren somit einfach in der Taiigente bh^. 

„Wenn der Punkt * ein Inflexionspunkt der Curve ist, 
welcher die Tangente # besitzt, so osknlirt derDirections- 
kegelachnitt B, den Kegelschnitt S im Punkte ß." 

Damit haben wir ein Mittel zur Lösung der folgenden schon ein- 
mal gelösten Aufgabe erhalten; 

„Von einer Ourve dritter Ordnung Jst der Doppel- 
punkt S, ein Inflexionspunkt i, nebst dessen Tangente I, 
und drei weitere Punkte 1,2,3 gegeben, man soll die Curve 
construiren." 

Sei in Fig. 16 (Taf. V) S der Doppelpunkt, i, der Inllexionsp\^nkt, 
J, dessen Tangente und 1, 2, 3 die drei weiteren Punkte. Wir neh- 
men nun einen von den letzteren, z. B. 3 zum Scheitel des eindeutigen 
Büschels und bestimmen den Directionskegelsehnitt bezüglich eines 
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anderen dieser Punkte, z. B. beaiiglich 1. Von dem Direetionskegel- 
aclinitte erhalten wir zunächst nur drei Tangenten nebst dem Be- 
riilirangspunkte einer derselben; immlich die Tangenten 31, ccj (dem 
Punkte 2 entsprechend), b &, (dem Inflexioiispunkte entsprechend) und 
den Berührungspunkt ß der letzteren, welcher mittelst der Tangente 
Z| des Inflexionspunktes in bekannter Weise construirt wird. Diess 
reicht aur Bestimmung des Directionskegelschnittes It nicht aus. Nun 
kennen wir aber einen Kegelschnitt S, welchen der Kegelschnitt B 
im Punlde ß oskuliren soU. Von diesem Kegelschnitte R haben wii- 
folgende Stücke: die Tangente 31 mit dem Beröhrungapunkte n (der 
Punkt n ist der Schnitt von 31 mit ij), die Tangente d] mit dem 
Berührungspunkte in (m ^^ (I^, Äl)), die Tangeute &(i, mit dem Be- 
rührungspunkte ß. Dadurch ist der Kegelschnitt S vollkommen be- 
stimmt. Um nun den Dir ectionskegel schnitt S, coneti-uiren zu können, 
benöthigen wir entweder noch eine Tangente desselben oder aber den 
Berührungspunkt einer der von ihm bekannten Tangenten. Wir wollen 
das Letztere benützen. , 

Zu dem Behufe betrachten wir den Directionskegelschnitt R als 
die CoUinealverwandte des Kegelschnittes S, so zwar, dass die Osku- 
lationstaugeute hh, die CoUineafcionsaxe wird; dann ist der Punkt h^ 
als Schnitt der vierten gemeinschafUichen Tangente beider Kegel- 
schnitte mit der Collineationsaxe das Collineationscentrum. Der Tan- 
gente ~ccl des Directionskegelschnittes B. wird eine Tangente des Kegel- 
schnittes jS entsprechen, welche wir dadurch leicht bestimmen, dass 
wir von dem Schnittpunltte p von cc^ mit der Collineationsaxe lihf 
an den Kegelschnitt S die Tangente r ziehen; dieselbe kann lineal 
(nach Brianehon) construirt werden, man braucht mu' _pl mit mbi 
zum Schnitte zu bringen und diesen mit n zu verbinden, welche Verbin- 
dungslinie auf öl einen Punkt bestimmt, der mit p verbunden die 
Tangente t liefert. Der Berührungspunkt dieser Tangente mit dem 
Kegelschnitte 8 ist leicht mittelst des Dreiseita t, 6!, dl gefunden, 
da man die Berühmugspunkte der beiden letzten Seiten kennt vmd 
folghch nur drei Linien zu ziehen braucht (von welchen eine bereits 
in der Figur ist), um den Berühruugspuulit der Ersten zu erhalten. 
Projicirt man nim den Berührungspunkt der Tangente z aus dem Col- 
lineationscentrum 6[ auf die Tangente ecj", so ist der erhaltene Punkt 
y der BerOhnnigspunkt dieser Tangente mit dem Directionskegel- 
schnitte M. 

Nun hat man vom Directionskegelschnitt li drei Tangenten nebst 
den Berührungspunkten zweier derselben, und kann somit beliebig 
viele neue Tangenten desselben und folglich auch unsere Curve con- 
struiren. 

Dass man nach dieser Methode auch die zweite im Art. 21. 
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beaproelieue Aufgabe lösen köiiue, braucht wohl riieht besouders be- 
merlrt zu werden. 

23. Wir woUeu in diesem Artikel eine dritte Methode kennen 
lernen, nach welcher Curven dritter Ordnung eonstruirt werden Itönnen, 
wenn unter den BestimmungsstOcken sicli ein Inflexionspunkt befindet. 
Diese Methode wird uns die Curve auch dann construiren lassen, wenn 
zwei Inflexionspunkte gegeben sind. 

Wir wollen nämlich annehmen, dass wir unter, au Grundeleguiig 
irgend eines Curvenpunktes als Scheitel des eindeutigen Büschelsden 
Directionskegelsehnitt B bezüglich eines Inflexionapunktea bestimmen. 
Sei in Fig. 17 (Taf. V) S der Doppelpunkt, 6 der Scheitel des 
eindeutigen Büschels, ferner t der Punkt, bezi^lich dessen der Di- 
rectionskegelsehnitt bestimmt wurde, * die Tangente der Curve im 
Punkte ( und 1 der Schnitt dieser Tangente mit der CuiTe. Der 
Punkt t liefert für den Directionskegelsehnitt li eine Tangente, näm- 
lich den Strahl 6t; die Curventangeute ö- liefert eine zweite Tangente 
&' des Kegelschnittes B, d. i. den Strahl, welcher mit * den Winkel 
Gtd harmonisch theilt. Projicirt man endlich den Punkt 1 der Curve 
aus 6 und 3 auf St und 6i, so erhält man zwei I^iuikte a, a^, welche 
mit einander verbunden eine weitere Tangeute öaj des Dii'ectionslcegel- 
schnittes H geben. 

Vermöge des in der Figur auftretenden Vüllslitndigen Viereckes 
schneiden sich die drei Linien &■', «raj und 6ö in einem und demselben 
Punkte t'. Rückt man nun den Punkt 1 der Curve längs der Tan- 
gente d' gegen deren Berührungspunkt t, so besehreiben die beiden 
Punkte ff, ffl| zwei perspeetivisehe Punktreihen, weshalb der Strahl 
aäj besiändig- durch den Punkt r' hindurchgehen muss. Nun sind aä^ 
und &" zwei Tangenten des Directionskegelschnittes und t' ist ihr be- 
standiger Schnittpunlrt. Fällt also 1 unendlich nahe zu t, d. h, wird 
&■ eine luflexionstangente im Punkte t, so werden ößj und ^' eben- 
falls unendlich nahe zu einander fallen, und folglieb wird der Directions- 
kegelsehnitt die Tangente &' im Punkte %' berühren. 

„Ist der Punkt, bezüglich dessen man den Directions- 
kegelsehnitt bestimmt, ein Inflexionspunkt, so berührt der 
Directionskegelsehnitt jene Gerade, welche mit der lu- 
flexionstangente den Winkel der durch den Inflexions- 
punkt gehenden zwei B ii sc helstrahlen harmonisch theilt, in 
jenem Punkte, wo sie von dem gemeinschaftlichen Strahle 
beider Büschel geschnitten wird." 

Soll nun eine Curve C/ eonstruirt werden, von welcher der Doppel- 
punkt $, ein Inflexionspunkt i, mit seiner Tangente, und drei weitere 
Punkte 1, 2, 3 gegeben sind, so kann man den Directionskegelsehnitt 
jB auch bezüglich des Inflexionspunktes i^ bestimmen. Nimmt man 
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'/.. B. 3 zum Scheitel des eindeutigen Biischels, so erhält man vom 
Directionakegelschnitte erstlich die Tangente 3i, , dann die zwei den 
Punkten 1, 2 entsprechenden Tangenten, und schliesslich eine vierte 
Tangente, nämÜeh den zu J, bezüglich des Winkels 3i,fl harmonischen 
Strahl, welcher den Directionskegelachnitt in demselben Punkte Ije- 
rührt, in welchem er von dem Strahle ^3 geschnitten wird. 

Man besitzt nun vom Directionskegelschnitte vier Tangenten und 
den Berührungspunkt einer derselben, vfodureh er vollkommen be- 
stimmt ist. Ebenso einfach ist die Lösung, wenn statt der drei Punkte 
1, 2, 3 zweie nebst der Tangente eines derselben gegeben wären. 

24, „Von einer Curve dritter Ordnung ist der Doppel- 
punkt d, zwei Inflesionspunkte t„ i.^ und deren Tangenten 
/|, Jj gegeben, man soll die Curve construiren." 

Zur Lösung dieser Aufgabe haben wir in früheren und im vor- 
hergehenden Artikel die Mittel niedergelegt. 

Ist Fig. 18 (Taf. V) 8 der Doppelpunkt, \, i,^ die beiden Inflexions- 
punkte und 7,, I^ deren Tangenten, so nehme man einen der ersteren, 
'/.. B. ^1 zum Scheitel des eindeutigen Büschels und bestimme den Di- 
rectionskegelachnitt iE bezügbch des zweiten Tnflexionspunktes %^. 

Vom Directionskegelschnitt ü erhält man in diesem Falle drei Tan- 
geuten nebst den Berührungspunkten zweier derselben. Diese Tan- 
genten sind: 1) iyii, 2) J, mit dem Schnittpunkte von 8%^ als Be- 
rührungspunkt, 3) der zu I^ bezüglich des Winkels 8i^\ harmonische 
Strahl Jj' mit dem Schnittpunkte von dj, als Berührungspunkt. 

Durch diese Stücke ist der Kegelschnitt ü bestimmt, und die 
Construction der Curve hat keine weiteren Schwierigkeiten. 

Wenn es auch hier an Ort und Stelle wäre, von dem gegenseiti- 
gen Verhältniss aller drei Inttexionspunkte und von dem Verhalten 
des Doppelpunktes au sprechen, so müssen wir doch einiges Andere 
vorausschicken, um dann diese Fälle leicht behandeln zu können. 

25. Wir erzeugten jede Curve dritter Ordnung mittelst eines 
festen Kegelschnittes B, (des Directionskegekchnittes) zweier festen 
Geraden, von denen eine eine Tangente von B ist, und mittelst zweier 
fester Punkte dieser Geraden, von denen der eine der Doppelpunkt 
der Curve wurde, während der auf der Tangente von 'S, liegende nur 
ein einfacher Curvenpunkt ist. Jede Tangente des Directionskegel- 
Bchnittes E. schneidet die zwei festen Geraden in zwei Punkten, welche 
mit den zwei festen Punkten zwei Strahlen liefei-n, die sich in einem 
Punkte unserer Ourve durchschneiden. Jeder Tangente von B, ent- 
spricht ein Punkt der Curve und umgekehrt. Wir drückten dieses 
Verhältniss bereits früher in Form eines Satzes aus. 

Sei also ö der Doppelpunkt, 2 und 1 zwei weitere Punkte der 
Curve C^, von welchen wir den ersteren zum Scheitel des eindeutigen 
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Bflsehels genommen hätten, während der Directioastegelselmitt It be- 
züglich des letzteren Punktes 1 bestimmt worden wäre, Fig. 19 (Taf. V). 
Der Directionskegelachnitt, welcher in der Kgur vollständig gezeichnet 
ist, beröhrt die Gerade 12 (und zwar in demselben Punkte, in wel- 
chem sie von C^ zum drittenmale geschnitten wird). 

Jeder Tangente ■& von E entspricht ein Punkt t von C,^; die Tan- 
gente %■ trifft nämlich das Strahlenpaar 01,21 in dem Punktepaare 
ft, v, welches mit 2 nnd S verbunden ein Strahlenpaar 8v,2^ liefert, 
das sich in einem Punkte t von C,^ sehneidet; umgekehrt entspricht 
jedem Punkte t von C^ eine einzige Tangente 9- von Jf. 

Betrachten wir nun eine beliebige Gerade G der Ebene und ver- 
langen, deren drei Schnittpunkte f„ t^, t^ mit der Curve C^ zu bestim- 
men. Sowie wir jedem Punkte t unserer Curve C^ eine Tangente & 
des Directionskegelschnittes entsprechen lassen, so können wir jedem 
Punkte p von G eine Gerade re in derselben Weise entsprechen lassen. 
Wir ziehen nämlich die zwei Strahlen 8p und 2ß, welche auf dl nnd 
21 zwei Punkte bestimmen, die mit einander verbunden eine Gerade 
re geben, welche wir dem Punkte p entsprechen lassen wollen. Es 
fragt sich nun, was die Enveloppe der Geraden % sei, wenn sich der 

Punkt p längst G fortbewegt. 

Offenbar ein Kegelschnitt. Denn die Schnittpunlde von n mit tf 1 
und 21 beschreiben auf diesen Geraden zwei projectivische Punktreilien, 
zu welchen S und 2 als ein Paar entsprechender Punkte gehören, und 
für welche die Gerade G die Direetionsaxe ist. Die Enveloppe von x ist 
somit ein Kegelschnitt S, welcher dem Dreieclc 12iJ eingeschrieben 
ist und die in 1 zusammenstossenden Seiten desselben in jenen Punkten 
m und « berührt, in welchen sie von der Geraden G getroffen wer- 
den. Die Gerade G ist somit nichts anderes, als die Polare des Punktes 
1 in Bezug auf den Kegelschnitt S. 

Die Gerade G spielt bezüglich des Kegelschnittes 8 dieselbe Rolle, 
wie die Curve C^ bezüglich des Directionskegelschnittes H; denn die 
Curve C^ entsteht aus B ganz ebenso wie G aus S. 

Wir wollen den Kegelschnitt 8 als der Geraden G augeordnet be- 
zeichnen. 

„Der einer Geraden zugeordnete Kegelschnitt ist dem 
Dreieck 12^ so ejngeschriebenj dass die Gerade die Polare 
der Ecke 1 bezüglich des Kegelschnittes ist." 

Jeder Tangente von 8 entspricht in derselben Art ein Punkt von 
G, wie jeder Tangente von B, ein Punkt von C^^ entspricht. Den ge- 
meinschaftlichen Tangenten von M und S werden demnach die ge- 
meinschaftlichen Punkte von G und 0,^ enteprechen. Die beiden 
Kegelschnitte 8 und JJ haben eine solche Lage, dass der Strahl 12 
eine Tangente für beide ist; sie werden also ausser dieser noch drei 
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gemeinschaftliche Tangenten Q'„ &^, Q'3 aufweisen, aus welchen man 
sofort, die drei Sehnittpunltte („ i^, i^ der Geraden G mit tier Curve 
Cj* ableiten kann. 

,,Die drei Schnittpunkte einer Geraden (? mit der Curve 
C/ entsprechen den drei (ausser 12 auftretenden) gemein- 
schaftlichen Tangenten des Directionskegelschnittes B, 
mit dem der Geraden G zugeordneten Kegelschnitte S." 

Damit ist eine neue Lösungsart der Aufgabe: ,,Die drei Schnitt- 
punkte einer Geraden G mit der Curve C^^ zu finden", ge- 
geben. 

„Eine Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte 
ist gegeben, man soll die zwei Schnittpunkte einer Gera- 
den G mit der Curve bestimmen, welche Gerade durch 
einen gegebenen Punkt der Curve geht." 

Construirt man den der Geraden zugeordneten Kegelschnitt, so 
wird mau zwei von seineu mit dem Directionskegelschnitt gemein- 
samen Tangenten gegeben haben, und kaun die beiden Übrigen, ohne 
die Kegelschnitte zu zeichnen, mittelst Lineal und Cirkel construiren. 
Diesen beiden letzteren Tangenten entsprechen die gesuchten zwei 
Schnittpunkte. 

,,Bine Curve dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte 
ist gegeben, man soll den dritten Schnittpunkt derselben 
mit einer Geraden construiren, wenn die zwei anderen 
Schnittpunkte bekannt sind." 

Man wird in diesem Falle nur die vierte gemeinsame Tangente 
des Kegelschnittes R und S zu construiren haben, was eine lineale 
Aufgabe ist. 

Aus dem in diesem Artikel Gesagten folgt, dfes drei Punkten 
f,, ^3, (3 unserer Curve C,,', welche auf einer und derselben Geraden G 
liegen, drei Tangeuten S-j, ö',, ^^ des Directionskegelschnittes E ent- 
sprechen, welche mit den drei Seiten des Dreiecks 125 einen und 
denselben Kegelschnitt S berühren. Und umgekehrt: wenn man in 
das Dreieck \2d irgend einen Kegelschnitt i":? einbeschreibt, und seine 
drei weiteren mit li gemeinsamen Tangenten ^^ ,^'2, ■d-g bestimmt, so 
entsprechen diesen allemal drei Punkte i^, t.,, t^ der Curve Oj^, welche 
längs einer Geraden liegen, nämlich längs der Polaren G von 1 be- 
züglich S, 

26. Wenn die Gerade G, welche wir im vorigen Artikel in drei 
Punkten i,, (j, f^ schneiden Hessen, zu einer Tangente der Curve C4* 
wird, so fallen zwei von den drei Schnittpunkten zusammen; es wer- 
den also auch zweie von den drei dem S und R gemeinschaftlichen 
Tangenten zusammenfallen nnissen. In (liesem Fiilh' berillireu '^icli die 
beiden Kegelschnitte R und fe'. 
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j, Jeder Tangente der Curve C^ ist ein den Directioiis- 
kegelschnitt berührender Kegolaehnitt zugeordnet." 

Auf diesen Satz haben wir eine Constructionsmetliode der Tan- 
gente in irgend einem Punkte unserer Curve gegründet. (Siehe Art. 16.) 

Mittelst des einer Tangente zugeordneten Kegelschnittes lässt sich 
mit Leichtigkeit folgende Aufgabe lösen: 

„Man soll den einem Punkte der Curve zugehörigen 
Tangentialpunkt conetmiren," 

Man wird in dem gegebenen Punkte die Curvontangente con- 
struiren und deren Schnittpunkt mit der Curve bestimmen. Ist 8 
Fig. 20 (Taf. V) der Doppelpunkt der Curve C/, 2 der Scheitel des 
eindeutigen Büschels und 1 der Punkt, bezüglich dessen dec Directions- 
kegelschnitt bestimmt wurde, so möge JJ dieser Directionskegelschnitt 
sein. Will man nun zum Punkte t, -welchem die Tangente ^ des 
Directionskegelschnittes entspricht, den Tangentialpunkt (' finden, so 
ziehe man zunächst die Tangente T des Punktes t, welche man erhält, 
indem man zum Berührungspunkte r von H und # deü bezüglich mn 
eonjugirt harmonischen Punkt t' mit t verbindet. Es handelt sich 
nun darum, den Schnittpunkt der Tangente T mit der Curve zu be- 
stimmen. Der der Tangente T zugeordnete Kegelschnitt S berührt 
den Directionskegelschnitt B im Punkte x und ist dem Dreieck 12d 
eingeschrieben. Wir kennen somit drei von den vier den beiden 
Kegelschnitten JJ nnd S gemeinschaftlichen Tangenten und haben nun 
die vierte noch zu finden, -welche uns den gesuchten Tangentialpunkt 
if liefern wird. Wir benÖthigen eigentlich nicht so sehr diese vierte 
Tangente selbst, als vielmehr deren Schnittpunkt mit 12, weit dieser 
mit S verbunden einen Strahl gibt, welcher T in dem verlangten 
Punkte f schneidet Um den Schnittpunkt der vierten Tangente mit 
der Tangente. 12 schnell und einfach zu erhalten, betrachten wir die 
beiden Kegelschnitte li und S als CoUineal verwandte, so zwar, dass 
die doppelt zu zählende gemeinschaftliche Tangente 9' die ColHneations- 
axe wird. Dann wird dec Durchschnitt der vierten gemeinschaftlichen 
Tangente mit der Tangeute 12 das Centrum der Collineation, welches 
man sehr leicht bestimmen kann. Zieht man nämlich von den zwei 
Punliten, in denen S\ und S2 die CoUineationsaxe treffen, an R die 
beiden noch ziehbaren Tangenten, so schneiden sie sich in einem 
Punkte s, welcher mit S und dem Collineationscentrum in gerader 
Linie liegt. Somit geht &s nach dem Collineationscentrum und schnei- 
det die Tangente T in dem gesuchten Tangentialpunkte ü von t. 

Es dürfte interessant sein, zu bemerken, dasa der Ort des Punktes 
s ein Kegelschnitt S ist, welcher den Directionskegelschnitt H in zwei 
Punkten berührt, und zwar in denselben zwei Punkten, wo dieser die 
beiden Doppelpunktstajigenten berülirt. Diesen Kegelschnitt S kann 
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man auch zur Lösang verseliiedelier Aufgaben, in denen Tangeutial- 
punkte vorkommen, verwenden; so z. B. in der im nächsten Artikel 
zu lösenden. 

27. Wir haben schon im 17. Artikel eine Methode kennen ge- 
lernt, nach welcher man die beiden von einem Punkte unserer Curve 
G^ an dieselbe gehenden Tangenten coustruiren kann. Diese Me- 
thode hat den Nachtheil, dass man den betreffenden Punkt zum Scheitel 
des eindeutigen Büschels nehmen muss, dessen Verzweigungsstrahlen 
die beiden Tangenten sind. Sollte man nach dieser Methode für 
mehrere Punkte die durch sie gehenden Tangentenpaare constraireu, 
so hätte man ein und dieselbe ziemlich complicirte Constructiou durch- 
zuführen. Wir haben auch schon eine Vereinfacbnng des Verfahrens 
kennen gelernt, welches sich auf die Verwendung der beiden concen- 
trisehen einzweideutigen Büschel von Doppelpunktsstrahlen, wie sie den 
Punkten und Tangentialpunbten entsprechen, stützt. Die bisherigen 
Errungenschaften setzen uns in Stand ein anderes, vielleicht elegan- 
teres Verfahren bei der LBsung dieser Aufgabe anzuwenden. Es mögen 
S, 1, 2, B in Fig. 21 (Taf. V) dieselbe Bedeutung wie in den beiden 
früheren. Figuren behalten, und t der Curvenpunkt sein, welchem die 
Tangente S- des Directionskegelschnittes R entspricht, und durch wel- 
chen vrir die beiden Tangenten an die Ourve ziehen sollen. 

Jede durch t gehende Gerade G trifft die Curve in zwei weiteren 
Punkten, welche wir construiren wollen. Einer solchen Geraden ist 
nämlich ein dem Dreieck 12d eingeschriebener Kegelschnitt S zuge- 
ordnet, welcher auch &■ berührt und für welchen die .betreffende Ge- 
rade die Polare des Punktes 1 ist (siehe Art. 25.). Die beiden von 
uns verlangten, durch t gehenden Curventangenten gehören mit zu 
dem Systeme der Geraden G\ und zwar stellen sie jene zwei Lagen 
derselben vor, in denen die beiden weiteren Schnittpunkte zusammen- 
fallen. Die Schnittpunkte einer beliebigen Geraden Cr, welche durch 
t geht, entsprechen jedoch, wie wir wissen, den zwei, den beiden 
Kegelschnitten H und 8 gemeinschaftlichen Tangenten, welche ausser 
12 und %■ auftreten. Sollen die zwei Schnittpunkte zusammenfallen, 
so müssen es auch diese zwei gemeinsamen Tangenten thun, d. h. der 
Kegelschnitt 8 muss den Directionskegelschnitt berühren. 

Es kömmt also nur darauf hinaus, die Gerade G so durch t zu 
legen, dass der ihr zugeordnete Kegelschnitt 8 den Kegelschnitt B, 
berühre. 

Nun bilden alle den einzelnen Lagen der durch t gehenden Gera- 
den G zugeordneten Kegelschnitte eine Kegelschnittsreihe, d. h. ein 
System von Kegelschnitten,' welche dieselben vier festen Geraden (die 
Träger der Reihe) berühren. Diese Träger der Heihe sind: 12,23, öl 
und ■&. Zwei davon , nämlich 1 2 und &, sind gleichzeitig Tangenten 
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von B. Wir haben nun unter den Kegelschnitten dieser Reihe jene 
beiden auszusuchen, welche den Directionskegelachnitt R berühren. 
Jeder Kegelschnitt der Reihe bestimmt mit li zwei neue gemeinsame 
Tangenten, welche Tangentenpaare eine quadratische Involution bilden. 
Die Doppeltangenten &„ &:, dieser Involution gehören den beiden Kegel- 
schnitten der Reihe an, welche B berühren, und es werden daher die 
zwei den Tangenten ■9',, O^j dos Directionskegelschnittes entsprechen- 
den Punkte ti, i; schon die Berührungspunkte der beiden rpn t an C4* 
gezogenen Tangenten, und somit die Linien tt^ und tt^ diese Tangen- 
ten selbst sein. 

Es handelt sich somit nur um die Doppeltangenten ■8',, -S'j der be- 
sagten Involution auf R. Dieselben erhalten wir am einfachsten da- 
durch, dass wir uns die Äse der Involution bestimmen. Der Doppel- 
punkt S gehört mit dem Schnittpunkte von 12 und ■& als Grenzfall 
zu der Curvenreihe und folglich bilden die beiden Doppelpunktstangen- 
ten ein Tangentenpaar der Involution, wesshalb ä ein Punkt_der Invo- 
lutionsaxe ist. Der Punkt 1 mit dem Schnittpunkte von d2 und & 
bilden einen zweiten Grenzfall und somit die von ihnen an B resp. 
graogenen Tangenten k, ß ein zweites Tangentenpaar der Involution. 
Der Schnittpunkt a von a und ß gehört also auch der Involutionsaxe 
an, welche durch die Verbindungslinie aS dargestellt wird. Diese In- 
volutionsaxe schneidet den Directionskegelsehnitt R in zwei Punktoji 
Tj, Tj, deren zwei Tangenten ^1, S-j die verlangten Doppeltangonten 
der Involution sind, 

Iliemit wäre diese Aufgabe erledigt, 

28. Wir haben nun noch, was das Tangentenziehen an die 
Curve C4* anbelangt, die folgende Aufgabe zu lösen. 

„Eine Curve dritter Ordnung ist durch den Doppel- 
punkt und sechs weitere Punkte (oder diesen aecjuivalente 
Bedingungen) gegeben, man soll die durch einen beliebi- 
gen Punkt der Ebene an sie gehenden vier Tangenten con- 
struiren," 

Man erkennt sofort, dass die Aufgabe vom vierten Grade ist. 
Sei Fig. 22 (Taf. V) S der Doppelpunkt und 2 der Scheitel des 
eindeutigen Büschels, ferner 1 der Punkt, bezüglich dessen der Di- 
rectionskegelsehnitt bestimmt wurde und R dieser Kegelschnitt selbst; 
endlich sei P der Punlit, durch welchen wir an die Cnrve die vier 
Tangenten ziehen wollen. Jeder durch P gehenden Geraden G ist ein 
Kegelschnitt S zugeordnet, welcher mit R noch drei gemeinschafthche 
Tangenten besitzt, welche die drei Schnittpunkte von G und C^^ lie- 
fern. Soll nun Q eine Tangente der Curve C^^ werden, so müssen 
zwei von diesen drei Üorchschnittspunkten zusammenfallen, somit auch 
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zwei von den drei B und S gemeinschaftlichen Tangenten. Der Kegef- 
schiiitt S muss den Kegelschnitt It berühren. 

Die vier durch JP gehenden Tangenten sind somit nichts anderes, 
als jene vier Strahlen, für welche der zugeordnete Kegelschnitt S den 
Direetionekegelschnitt E berührt. 

Unsere Aufgabe kommt also darauf hinaus, unter allen, den ein- 
zelnen Strahlen durch P zugeordneten Kegelschnitten jene zu bestim- 
men, welche den Directionskegelschnitt It berühren. 

Zu dem Ende müssen wir alle diese Kegelschnitte etwas näher 
betrachten. 

Das ganze System der Kegelschnitte S ist dadurch definirt, dass 
es dem Dreiseit 12d eingeschrieben ist, so zwar, dass die Polare der 
Ecke 1 durch den festen Punkt P hindurchgeht. In der That berührt 
der einer Geraden G augeordnete Kegelschnitt das Seitenpaar 21, ä1 
in dem Schnittpunttepaar desselben mit der betreffenden Geraden, 
welche also die Polare von 1 ist. 

Es lässt sieh von diesem Kegels chnittssystemo S nun leicht zeigen, 
dass jede beliebige Gerade nur von einem Kegelschnitte desselben be- 
rührt wird. 

Denken wir uns nämlich irgend eine Gerade g und fragen wir, 
ob und wie viele Kegelschnitte es in unserem Systeme gebe, welche 
g berühren, so sehen wir, dasa zunächst alle jene Kegelschnitte, welche 
dem Dreiseit 12iJ eingeschrieben sind und ff berühren, eine Kegel- 
schnittsreihe bilden, in Bezog auf welche bekanntlich die Polaren des 
Punktes 1 durch einen festen Punkt p (eine Ecke des dem von den 
Trägem 12, 2S, Si und ff gebildeten Vierseit zugehörigen Diagonal- 
dreiseits) hindurchgehen. Es wird also unter den Kegelschnitten dieser 
Reihe einen und nur einen einzigen geben, für welchen die Polare 
von 1 auch durch den Punkt P hindurchgeht, welcher somit zu unse- 
rem Systeme S gehört. Man braucht nur p P zu ziehen, welche Linie 
das Strahlenpaar dl, 21 in dessen Berührungspunkten mit diesem 
Kegelschnitte schneidet. 

„Jede Gerade wird von einem Kegelschnitte des Systems 
S berührt, dasselbe ist somit eine Kegelschnittsreihe," 

Die drei Seiten des Dreiecks \2d sind drei Träger dieser Kegel- 
schnittsreihe, deren vierten 'Präger man leicht bestimmen kann, Pro- 
jicirt man nämlich P von d auf 12 und von 2 auf 13, so erhält man 
zwei Punkte, deren Verbindungslinie M der vierte Träger der Kegel- 
schnittsreihe S ist. In der That bildet diese Verbindungslinie mit 
dem Dreieck 125 ein Vierseit, für welches P eine Diagonalecke ist, durch 
welche die Polaren des Punktes 1 bezüglich aller dem Vierseit einge- 
schriebenen Kegelschnitte hindurchgehen müssen. Jeder Kegelschnitt 
S dieser Reihe liefert drei mit B gemeinschaftliche Tangenten, welche 
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Tangeutentrippel eine cubische Taiigenteiiiiivolution auf dem Kegel- 
schnitte M bilden. Diese eubiaehe Involution besitzt vier Doppel- 
tangenten ö'i, &^, *ai *4i "welchen vier Punkte t,, t.,, t^, t^ der Ciirve C^^ 
entsprechen. Diese vier Punkte sind dann die Berübrungspunkte der 
von P aus au C^ gehenden Tangenten und folglieh sind Tt^, Pt.^, 
Ft^, Pt^ diese Tangenten selbst. 

Wir haben nur noch zu zeigen, wie man die vier Doppeltangeii- 
ten der cubischen Involution bestimmen könne. ') 

Jede Involution ist durch zwei El erneuten gruppen bestimmt. Wir 
werden uns also zunächst zwei Gruppen entsprechender Tangenten 
unserer Tangenteninvolution und zwar dadurch herstellen, dasa wir 
Grenzkegelschnitte unserer Kegelschnittsreihe 'S dazu benutzen. 

Zunächst betrachten wir den Schnittpunkt m von M mit 12 und 
d als einen Grenzfall; von m geht an It die Tangente ^j und von d 
das Doppelpunlitstangentenpaar B^, B^ , welche drei Tangenten eine 
Elementengruppe Bi, P,, Pg der cufaischen Involution bilden. Femer 
betrachten wir den Schnitt n von M mit 8 1 luid 2 als anderen Greiiz- 
fall. Von 2 geht an P die Tangente A^ und von n das Tangenten- 
paar A2, Ay Das Tangeutentrippel A^, A^, A.^ bildet eine -zweite 
Gruppe unserer cubiscben Involution. 

Durch die beiden Gruppen A, A^ A^ und Pj P^ P^ ist die cubische 
Involution bestimmt. Die zwei Eckentrippe! a, a^ a^ und 6, p^ ^3 ^^■^' 
zwei Dreiseite Ai A^ A^, Pj Pj P3 liegen auf einem Kegelschnitte S, 
auf welchem die Eckentrippel alier anderen durch die einzelnen Tan- 
gentengruppen gebildeten Dreiseite sich befinden. 

IMeser Kegebchnitt I^, welchen wir den Involutionskegelschnitt 
nennen könnten, schneidet den Directionskegelsehnitt P in vier Punkten 
Tj, T2, Tg, r^, und wenn man in diesen vier Punkten an P die Tan- 
genten d'], &2> ■^31 '^4 i^ösp. legt, so sind diess die vier Doppeltangenten 
der Involution, denen die Berührungspunkte t^, i.,, l^, #, der verlangten 
vier Tangenten enisprechen. 

Die vier Schnittpunkte t^, t^, t^, x^ und demgemäss auch die vier 
von P aus an die Curve C^ gehenden Tangenten sind entweder gleich- 
zeitig reell, oder imaginär; oder aber es sind zwei reell und zweie 



Ist der Doppelpunkt der Ourve ein eigentlicher, so zerlegt sie die 
Ebene in drei Theile. Innerhalb der Schleife liegen solche Punkte, 
durch l^ekhe keine leellen Tangenten dei Curve gehen; der andere 
Theil tiennt solche Punkte dun.h welche viel reelle Tangenten gehen. 



') Ich weide, wenn es meme ^eit und meine \e1hilt11iBs9 erlauben, von den 
cubischen Involutioaen Aiafuhilithea zu spif cliPii in emer Theorie der ein-dreideu- 
tigen Uebilde Gelegenlieit liaLen Der Verf. 
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von solchen, durch welche nur zwei reelle Tangenten sich legen 
lassen. 

Ist der Doppelpunkt ein isolirter, so giht es nur solche Punkte, 
durch welche vier reelle oder zwei reelle Tangenten hindurchgehen. 
Wir können auch sagen: 

,,Die Tangenten einer Curve mit isolirtem Doppelpunkte bedecken 
die ganze Ebene, während sie bei einer Curve mit eigentlichem Doppel- 
punkte die Schleife frei lassen." 

29. Wir sehen, dass jeder Gferaden G ein Kegelschnitt yS zuge- 
ordnet ist, dessen drei gemeinschaftlichen Tangenten ^^,^21^3 "•'* 
dem Directiouskegelgchnitte E die drei Schnittpunkte ^,, t^, t^ der Ge- 
raden mit der Curpe C^^ entsprechen. 

Einer Tangente der Curve C^^ ist ein Kegelschnitt zugeordnet, 
welcher den Directionskegelschnitt berührt. 

Man erkennt sofort, dass einer Inilexionetangente ein solcher 
Kegelschnitt zugeordnet sein wird, welcher den Directionskegelschnitt 
oskuHrt. Denn so wie die drei Schnittpunkte einer Inflesionstangente 
mit der Curve in einen einzigen Punkt zusammenfallen,' so müssen 
auch die drei dem zugeordneten Kegelschnitte und dem Directions- 
kegelschnitte gemeinschaftlichen Tangenten zusammenfallen, d. h, die 
beiden Kegelschnitte müssen sieh oskuliren. 

Um somit die Inflesionstangenten einer Carve dritter Ordnung 
mit einem Doppelpunkte zu bestimmen , hat man in dem Netze der 
Kegelschnitte S jene herauszufinden, welche den Directionskegelschnitt 
R oskuliren. 

Wenn d, 1, 2 und iJ dieselbe Bedeutung haben , wie in den vor- 
hergehenden Figm'en, so sind bekanntlich alle Kegelschnitte S dem 
Dreieck 12 d eingeschrieben, von welchem die Seite 12 zugleich eine 
Tangente des Direetionskegelsehnittes R ist. 

Ea wird somit drei Kegelschnitte jS,, S,, jS^ geben, welche dem 
Dreieck \26 eingeschrieben sind und den Kegelschnitt R oskuliren. 
(Man vergleiche in. dieser Beziehung den 1 . Satz von Steiner in Grelle 
Journal auf Seite 300 des 32. Bandes und die allgemeine Äusdrucka- 
weise desselben durch August im 68. Bande auf Seite 238.) 

Diese drei Kegelschnitte werdenden Directionskegelschnitt Ü in den 
Tangenten T^, T^, T^ oskuliren, welche man leicht als die drei Doppe!- 
taögenten zweier ein -zweideutigen Tangentensysteme auf R con- 
struzren kann. 

Nimmt man nämlich irgend eine Tangente A von ü an, so wer- 
den leicht zwei Kegelschnitte sich finden lassen, welche dem Dreieck 
12 d eingeschrieben smd und A nebst E berühren. Die beiden Be- 
rührungstangenten Äj, Ä2 kann man der Tangente A zuordnen. Da- 
gegen gibt es immer nur einen einzigen Kegelschnitt, welcher dem 



y Google 



■[34 Gooiiielric ilur Cui'vcn 

Dreieck 125 eingesclirieben ist und JR in einev beatimmten Tangente 
5; berührt. Dieser Kegebchuitt wird mit R noch eine Tangente S 
gemeinsam haben, welche man der Tangente J5j zuordnen kann. In 
dieser Weise entstehen auf It zwei ein-zweideutige Tangentenaysteme, 
deren drei Doppeltaugenten offenbar jenen drei Kegelschnitten ange- 
hören, welche dem Dreieck 128 eingeschiieben sind und den Kegel- 
schnitt E oskuliren. Um die beiden einzweideutigen Tangentensysteme 
durch fünf Strahlenpaare ku fixiren, werden sich am besten zwei 
Grenakegelachnitte verwenden lassen. Da es uns jedoch hier auf die 
eigentliche Oonstructiou weniger ankommt (wir kennen eine solche 
bereits aus Art. 17.), so soll die Sache in dieser Beziehung nicht weiter 
entwickelt werden. 

Von Wichtigkeit ist, dass die drei Tangenten Tj, 2",, 2*3 mit dem 
Dreieck 125 gleichzeitig einen und denselben Kegelschnitt berühren, 
was aus dem citirten Satze von Steiner durch dessen Uebertragung 
in allgemein duale Form hervorgeht. 

Nun entsprechen den drei Tangenten T^, T^, T^ des Directions- 
kegelschnittes die drei Inüexionspunkte i^, i^, i^ der Curve C^, und da 
r,, Tj, 2*3 die Tangenten sind, welche B, mit einem dem Dreieck VAU 
eingeschriebenen Kegelschnitte gemein hat, so folgt daraus nach 
Früherem sofort, dass die drei Inflexionspunkte in gerader Linie liegen. 
„Die drei Inflexiouspunkte einer Curve dritter Ord- 
nung mit einem Doppelpunkte liegen in einer und dersel- 
ben Geraden." 

Die Gerade, in welcher ij, tj und i,, liegen, ist die Polare von 1 
bezüglich des Kegelschnittes, welcher dem Dreieck \2Ö eingeschrieben 
ist und 2",, 2",, 2'3 zu Tajigenten. besitzt. 

30. Wir gehen in diesem Artikel noch einmal zu der Aufgabe 
zurück, eine Gurre C_(^ dritter Ordnung zu construiren, wenn der 
Doppelpunkt d, zwei Inflexionspunkte ^^, i^ nebst deren Tangenten /[, I^ 
gegeben sind. Fig. 18 (Taf. V). 

Nimmt mau '([ zum Scheitel des eindeutigen Büschels und be- 
stimmt den Directionskegel schnitt bezüglich des zweiten Inflexions- 
punktes %, so erhält man für denselben folgende Tangeuten: 

1) J , ber ührt im Punkte h, wo diese Gerade von 0% geschnitten 
wird, 2) *j%, 3) der zu T, bezi^Hch des Winkels 8i^^^ conjngirt har- 
monische Strahl J^', welcher in dem Punkte a berührt wird, wo ihn 
^*i schneidet. 

Bezeichnet man den Schnittpunkt von 2j und I^ mit m, so ist 
der Directionskegelschnitt B, dem Dreieck i^ i^ m eingeschrieben und 
berührt die Seiten i^m, i^m desselben resp. in den Punkten &,«. Man 
erhält somit den Berührungspunkt der dritten Seite ij^j, wenn man 
den Schnitt von \a und i^h, d. i. den Punkt S mit m verbindet, und 
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die erhaltene VerTsinduiigsgerade mit i[ i^ zum Schnitte bvingt. Der 
Schnittpunkt % ist der Berührungspunkt von i, ij mit E; dieses ist 
aber nach Früherem der dritte Schnittpunkt der Geraden i^^ mit der 
Curve C^, und weil alle drei Inflexionspunkte in einer und derselben 
Geraden liegen müssen, so ist % der dritte Inflexionspunkt der Curve. 
Die Tangenten des Doppelpunktes sind die von S aus an den Directions- 
kegelschnitt gehenden zwei Tangenten, von welchen sich leicht zeigen 
lässt, dass sie in diesem Falle immer imaginär sind. Die von d an 
K gehenden zwei Tangenten berühren diesen Kegelschnitt in den zwei 
Ptmkten, in welchen er von der Polare P des Doppelpunktes S ge- 
schnitten wird, welche Polare aber jene Gerade (P) ist, welche die 
drei Schnittpunkte der Seiten des Dreiecks «ji^m mit den Seiten des 
Dreiecks al>i^ enthält. Ihre Schnittpunkte mit dem Kegelschnitte H 
kann man desshalb als die beiden Doppelpunlite folgender zwei pro- 
jectivJschen Punktsysteme betrachten. 

Bezeichnen wir nämlich % auch mit dem Buchstaben c, so sollen 
((, &, c drei Punkte des einen Systems sein, denen der ßeihe nach die 
Punkte c, a, h im zweiten Systeme entsprechen sollen, wesshalb die 
Punkte a, h, c auch die Buchstaben V, c, a tragen. 

Durch diese drei Punttepaare aa', W, a^ sind zwei projeetivische 
Punktsysteme bestimmt, für welche die Gerade P jene ist, welche aus 
Jt die Doppelpunkte schneidet; denn P ist der Ort der Schnitte von 
aV mit a'ij von 'bc mit b'c, von ca' mit c'a. 

Nun sind jedoch die beiden Punktsysteme derart, dass sich keine 
zwei von entsprechenden Punktepaaren gebildeten Segmente irgend- 
wie decken. Jedem Punkte des Bogens ah entspricht ein Punkt des 
Bogens a'h' oder ca\ jedem Punkte von hc ein Punkt von Vc' oder 
ah\ und jedem Punkte von ca ein Punkt von c'a' oder hc. Man sieht 
also, dass es nicht geschehen kann, dass ein Punkt mit seinem ent- 
sprechenden zusammenfiele. 

Die Doppelpunkte der beiden projectivischen Punktsysteme oder 
was dasselbe ist, die Schnittpunkte von P mit K sind imaginär; dess- 
halb sind es auch die von Ö an i? gehenden Tangenten oder die 
Doppeipunkistangenten. 

„Sind alle drei Inflexionspunkte einer Curve dritter 
Ordnung mit einem Doppolpunkte reell, so sind die beiden 
Tangenten des Doppelpunktes imaginär — derselbe ist ein 
isolirter Doppelpunkt." 

31. Wir haben vom Art. 15. angefangen uns ausschliesslich mit 
den Curvon dritter Ordnung, welche einen Doppelpunkt besitzen, be- 
schäftigt und kommen nun dazu, auch den reciproken Ourven, näm- 
lich jenen der dritten Classe mit einer Doppoltangente gerecht ku 
werden. 
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Es Tcrsteht sich von selbst, dass wir uns bei denselben sehr kiirK 
fassen werden, da wir alle bei den Curven G^ vorgekommenen Bni> 
Wickelungen ftbergehen wollen. Wir stellen im Folgenden nur die 
wichtigsten die Curven C^* betreffenden Sätze und Aufgaben mit einer 
skizzirten Lösung der letzteren zusatnmen. 

,,Von einer Curve dritter Classe ist die Doppeltangente 
z/ und sechs weitere Tangenten gegeben, man soll die 
Oiarve construiren." 

Die sechs gegebenen Tangenten mögen 1,2,3,4,£ 
Man wird die Curve O3* als das Erzengniss zweier ein-zweidf 
Punktreihen construiren. Zu dem Behufe nehme man eine der sechs 
Tangent*n, «. B. 6 zum Träger der eindeutigen ßeihe an, während 
die Doppeltangente der Träger der zweideutigen Reihe ist. Die fünf 
weiteren Tangenten 1, 2, 3, 4, 5 bestimmen auf dem Trägerpaare ^, 6 
fünf Paare entsprechender Punkte beider ßeihen, wodurch dieselben 
bestimmt sind. Zu ihrer VervoUsiändigung dient auch hier der Di- 
rectionskegelschnitt B. Fig. 23 (Taf. Y). 

Bestimmt man ihn bezüglich des der Tangente 1 entsprechenden 
Punktepaares beider Reihen, so sagen wir, er sei bezüglich der Tan- 
gente 1 bestimmt worden. In diesem Falle geht er durch den Schnitt von 
6 und 1 und durch weitere vier Punkte, welche den Tangenten 2, 3, 
4,5 entsprechen. Vom Punkte (61), von dem aus an die Curve G^* 
die beiden Tangenten 6 und 1 gehen, wird noch eine dritte Tangente 
sich legen lassen müssen, weil die Curve von der dritten Classe ist. 
Diese dritte Tangente ist die Tangente des Directionskegelschnittes R 
im Punkte (61); hiemit hatten wir folgende Aufgabe gelöst: 

,,Eine Curve dritter Classe ist durch die Doppeltan- 
gente und sechs weitere Tangenten gegeben, man soll die 
dritte durch den Schnittpunkt zweier dieser Tangenten 
gehende Tangente der Curve lineal construiren." 

Der Trager J der zweideutigen Beihe schneidet den Direetions- 
kegelschnitt M in zwei reellen, imaginären oder zusammenfallenden 
Punkten g^, g^, welche dem gemeinsamen Punkte {.d 6) beider Reihen 
entsprechen, und offenbar die Berührungspunkte der Doppeltangente sind. 
„Die beiden Schnittpunkte der Doppeltangente mit 
dem Directionskegelschnitte sind die Berührungspunkte 
derselben mit der Curve." 

,,Die Doppeltangente z^ unserer Curve C^* ist eine eigent- 
liche oder ideelle Doppeltangente oder eine Wendetan- 
gente, je nachdem dieselbe den Directionskegelschnitt 
schneidet, nicht schneidet oder berührt." 

Bei einer Curve dritter Classe mit einer Wendetangente berührt 
also diese den Directionskegelschnitt. 
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Die Tangente 6, welciie zum Träger der eindeutigen Keilie ge- 
wählt wurde, schneidet den Directionskegelschnitt M ausser im Punkte 
(61) noch in einem zweiten Pnnlste t^, welcher der Berührungspunkt 
der Tangente 6 mit der Curve C^^ ist. 

,jDer Berührungspunkt des Trägers der eindeufcigeu 
Reihe ist dessen zweiter Schnittpunkt mit dem Directions- 
kegelschnitte." 

Da man diesen Schnittpunkt leicht lineal eonsttuiren kann, so 
haben wir gleichzeitig folgende Aufgabe gelöst: 

,,Von einerCurve dritter Classe ist die Doppeltangenfcc 
^ und sechs weitere Tangenten gegeben, man soll den Be- 
rührungspunkt einer der aeehs Tangenten oonstruiren." 

Man wird die betreffende Tangente zum Träger der eindeutigen 
Reihe nehmen und ihren zweiten Schnittpunkt mit dem Directions- 
kegelschnitte bestimmen. 

Die zuni Träger der eindeutigen Reihe genommene Tangente 6 
wird die Curve Cg*, da diese von der vierten Ordnung ist, in zwei 
Punkten schneiden, welche mittelst des Directionskegelsehnittes leicht 
in folgender Weise bestimmt werden können. 

Yon dem Punkte (^1) aus gehen nämlich an den DireutioEskegel 
schnitt B zwei Tangenten, welche die Tangente 6 in ihien zwei 
Schnittpunkten v und ^y mit der Ourve Oj* treffen. Die Tingeuten 
Fi2 und 1^12 dieser beiden Punkte w und tv lassen sich eben so ein 
fach wie die Punkte selbst construiren. Projicirt man namhch die 
Berührungspunkte der von (z/1) an B gezogenen Tangenten aus (61) 
auf z/ und verbindet die so erhaltenen Punkte auf z/, wie sie den 
Punkten v und w entsprechen, mit diesen Letzteren, so stellen die 
"Verbindungslinien die Tangenten der Punkte v und w vor. Hierin ist 
die Lösung der folgenden Aufgabe enthalten: 

„Von einer Curve dritter Classe ist die Doppeltangente 
und sechs weitere Tangenten gegeben, man soll diebeiden 
Schnittpunkte einer dieser sechs Tangenten mit der Curve 
nebst deren Tangenten construiren." 

Man braucht nur die betreffende Tangente als die mit 6 bezeich- 
nete der vorigen Betrachtung anzusehen. 

Die beiden Tangenten F,j, W^^ ^^^ Punltte v, w sind der Tan- 
gente 6 zugeordnet, und bestimmen mit dieser auf der Doppeltangente 
^ drei Punkte (z/6), (z/ F^) und (z/ TFu) zweier ein -zweideutigen 
Punktreihen, deren Doppel- und Verzweigimgspuntte die Berührungs- 
punkte g^ und gfj der Doppeltangente sind. Es entspricht dabei dem 
Punkte {Jß) das Punktepaar (z/Fi,), (-4 1^12) ; tlem Punkte ^| als 
Verzweigungspunkt der Punkt g^ als Dnppelpunld und umgekehrt. 
Die drei Doppelpunkte öj, ffg, 63 der beiden einzweideutigen Reihen, 
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welche iiacli Art. 37. des 1. Theiles leicht coiistruii't werdeu können, 
liefern die drei Spitzen (Riieltkelirtangenten) der Cur^e. Constniirt 
man nämlich die drei durch tfj, flj- ^z ^'^ ^i gehenden Tangenten 
S,, jSj! Sj, so sind diess die Spitzentangenten. Die drei Spitzen selbst 
findet man dadurch, dasa man die Beröhrungspunlde der Spitzeufean- 
genten bestimmt. Daas man mittelst der durch zugeordnete Tangenten- 
paare auf der Doppeltangente ^ bestimmten zwei ein -zweideutigen 
Punktreihen leicht die beiden Schnittpunkte einer Curventangente mit 
der Oiirve oder deren Berührungspxinkt eonstruiren könne, ist von 
selbst klar, und wir verweisen den Leser auf die reciproken Entwicke- 
lungen des 15. Artikels. 

Wir haben jetzt die Aufgabe gelöst: 

„Von einer Curve dritter Classe ist die Doppelfcangeute 
und sechs weitere Tangenten gegeben, man soll die drei 
Rückkehrtangenten eonstruiren", 

und wollen zum Schlüsse dieses Artikels folgende Aufgabe besprechen : 
,,yon einer Curve dritter Classe ist die Doppeltan- 
gente und sechs weitere Tangenten gegeben, man soll die 
drei durch einen beliebigen Punkt gehenden Tangenten 
der Curve eonstruiren." 

Wenn z/ die Doppeltangente und 1, 2, 3, 4, 5, 6 die weiteren sechs 
Tangenten sind, ferner mit P der Punkt bezeichnet wird, durch wel- 
chen die Tangenten gezogen werden sollen, so nehme man aus P den 
Schein jener zwei ein-zweidentigen Punktreihen, welche die Tangenten 
1, 2, 3, 4, 5 auf ^ und 6 bestimmen. Man erhält so zwei ein-zwei- 
deut^e concentrische Büschel, deren drei Doppelstrahlen die gestiebten 
drei Tangenten sind. Zur Auffindung der drei Doppeltangenten be- 
dient man sich eines durch P gehenden Construetiouskreises. Wenn 
P unendlich weit fällt, so wird man am besten eine die beiden Parallel- 
strahlenbiischel sehneidende Transversale benutzen, auf welcher zwei 
ein-zweideutige Punlitreihen entstehen, durch deren drei Doppelpunkte 
die drei verlangten Tangenten bindurcbgelien. 

32. Jeder Punkt des Directionskegelschnittes 11 Fig. 23 (Taf. V) 
liefert eine Tangente der Curve C^*. 

So z. B. gibt der Punkt %■ die Tangente t, welche man erhalt, 
indem man %• von (61) auf z/ und von (^1) auf 6 projiciri und die 
beiden so erhaltenen Punkte m und n mit einander verbindet. Es 
enfeprichfc in dieser Art jedem Punkte von JS eine Tangente von C^j* 
und umgekehrt, so dass wir sagen können: 

„Die Tangenten der Curve Cj* und die ihnen entspre- 
chenden Punkte dos Directionskegelschnittes M sind zwei 
projectivische Systeme" — natürlich reciproker Natur. 

Zwei Punkte von B liefern zwei Tangenten von C^', und wenn 



y Google 



drittel- Ordaimg inii einem .Düjipol[nmkte ctu. 1313 

erstere unendlich nalie liegen, so werden auch letztere uneüdlich nahe 
bei einander sein, d. h. eine Tangente von li wird uns einen Punkt 
von Cj* liefern und umgekehrt. 

Stellt man in dieser Hinsicht die in Art. 16. vorkommenden Be- 
trachtungen in dualer Form an, so kommt man zu folgendem Resultate : 
„Die von einem Punkte & des Directionskegelscbnittes H nach 
(^1) imd (61") gehenden zwei Strahlen bilden mit der Tangente T 
von B. in & und mit dem nach dem Berührungspunkte t der dem 
Punkte & entsprechenden Tangente t gehenden Strahle ein harmoni- 
sches Büschel." (Siehe Fig. 23, Taf. V.) 

Kennt man also T, so kann man t iiml keuni; man t, so Itajui 
man T cou&tiuiren. 

Der ausgesprochene Satz liefert die Mittel zur Lösung der folgeii- 
geii Aufgaben: 

„Von einer Curve dritter Classe ist die Doppeltangenfce 
und sechs weitere Tangenten gegeben, man soll den Be- 
rührungspunkt einer derselben consfcruiren, ohne sie zum 
Träger der eindeutigen Reihe zu nehmen," 

Ist es die Tangente t, welcher der Punkt ■d-*des Directionskegel- 
schnittes entspricht, so wird man (nach Pascal) in %■ die Tangente 
T des Direetionskegelschnittes E construiren, den zu dieser conjugirt 
harmonischen Stralü bezuglich des Winkels m^n zeichnen, welcher f 
im vorlangten Berührungspunkte t schneidet. 

„Von einer Curve dritter Classe ist die Doppeltangente 
zJ und fünf weitere Tangenten 1,2,3,4,5 nebst dem Be- 
rührungspunkte T^ der vorletzten gegeben, man soll die 
Curve construiren." 

Nimmt man 5 zum Träger der eindeutigen Reihe, so erhält man 
für den Directionske gelschnitt nur vier Punkte, von denen einer ■9'^ der 
Tangente 4 entsprechen wird., Mittelst t,, Icann man nun leicht die 
Tangente T^ des Direetionskegelschnittes M im Punlite &^ construiren. 
Zieht man nämlich von &^ nach (51) und (z/I) [wenn der Di- 
rectionskegelschnitt bezüglich der Tangente 1 bestimmt we rden soll] 
zwei Strahlen, und construirt jenen Strahl, welcher mit ^^t^ den 
Winkel derselben harmonisch theilt, so ist dieser die Tangente T^ von 
R in *4. 

Nun hat man vom Directionskegelschnitte vier Punkte nebst der 
Tangente in einem derselben; man kann daher beliebig viele Punkte 
von R oder beliebig viele Tangenten von C^* construiren. 

33. Die im vorigen Artikel angeführte Constructionsmethode des 
Beruhmn^punktes irgend einer Tangente der Curve Cg* lässt sieh 
nicht auf die Tangente 1 Fig. 23 (Taf. V) anwenden, bezüglich deren 
der Directionskegelschnitt B bestimmt -wurde, 



y Google 



140 Goümetrio dci' Cuivoii 

Eine Betrachtung', welche der in Art. 17. enthaltenen dual auge- 
stellt wird, zeigt, daas der Bettlhrun^punkt i> der Tangente 1 der 
vierte harmonische Punkt zu (6 1), {^/l 1) imd ^) ist, wohei ^ der zweite 
Schnittpunkt von 1 mit H ist. 

Kennt man $, so kann man ^' , und wenn man 'p' Icennt, so kann 
man f c«nstruiren. 

34. Im Vorangehenden sind die Mittel zur Lösung folgender Äuf- 
gahen vollständig enthalten. 

„Eine Cnrve dritter Clasae ist durch die Doppeltan- 
gente, vier weitere Tangenten nebst den Berührungs- 
punkten zweier derselben gegeben, man soll sie con- 
struiren." 

„Eine Curve dritter Classe ist durch die Doppeltan- 
gente und drei weitere Tangenten nebst deren Berührungs- 
punkten gegeben, man soll sie eonstruiren." 

In beiden Aufgaben wird man vom Direcfcionske gelschnitte B anf 
Grund der vorhergehenden Artikel so viele Beatimmungas tiicke erhal- 
ten, als zu seiner Festsetzung und Constmetion nöthig sind, ob man 
nun diese oder jene Tangente zum Träger der eindeutigen Reihe nimmt 
und den Directionskegelsehnitt bezüglich dieser oder jener Tangente 
bestimmt. 

Wir überlassen die Durchfiihrang dieser sowie verschiedener spe- 
zieller Fälle dem Leser und wollen nur auf solche Curven dritter Classe 
aufmerksam machen, für welche die nneudlich weite Gerade die Doppel- 
tangente ist. Unter diesen Curven hat eine, nämlich die „Hypocy- 
cloide mit drei Rückkehrpunkten", welche von Steiner im 
53. und von Cremona im 64. Bande von Crolle's Journal behandelt 
wurde, besonderes Interesse, 

Ohne uns näher auf diese Curve speziell einzulassen, stellen wir 
jenen Lesern, bei welchen die Sache Interesse erregt, folgende Auf- 
gaben, welche auf die entwickelten Prinzipien gestützt, leicht gelöst 
werden können. 

„Von einer Hypocycloide mit drei Rüekkehrpunkten 
sind vier Tangenten gegeben, man soll dieselbe eonstruiren, 
sowie zu den Tangenten die Berührugspnnkte bestimmen." 
„Von einer Hypocycloide mit drei Rüekkehrpunkten 
sind drei Tangenten nebst dem Bevillirungspunkte einer 
derselben gegeben, man soll sie eonstruiren." 

„Von derselben Curve sind zwei Tangenten nebst 
deren Berührungspunkten gegeben, man soll die Curve 
eonstruiren." 

Auf Grund der nachfolgenden Artikel kann man auch folgende 
Aufgabe lösen: 
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„Von einer Hypocycloiiäe mit drei Rückkehrpunkten ist 
eine Tangente und ein ROckkehrpunkt nebat dessen Tan- 
gente gegeben, man soll die Cnrve construiren." 

Diese Hypoeyeloide berührt die unendlich weite Gerade in den 
beiden imaginären Kreispunkten, wesshalb der Reductionskegelschnitt 
ein Kreis sein muss. ') 

35. Jede Curve dritter ülasse mit einer Doppeltangente besitzi. 
drei Rückkehi-tangenten, welche sich iu einem und demselben Punkte 
schneiden. 

Diese drei Rückkehrfcangenten sind dann 'sämratlich reell, wenn 
die Doppeltan geilte eine ideelle ist, nud es ist nur eine reell, wenn 
die Doppeltangente eine eigentliche ist. 

Aus einer einfachen Tangente wird eine RUckkebi-tangente, wenn 
von den zwei Schnittpunkten derselben mit der Curve einer in ihren 
Berührungspunkt fällt. 

Soll daher in Pig. 23 (Taf. V) die zum Träger der eindeutigen 
Reihe genommene Tangente 6 eine Riickkehrtangente werden, so miiss 
einer der Punkte v oder w in den Berührungspunkt (,; hineinfallen, 
welcher dann selbst die Spitze der Ourve ist. Dies wird dann ge- 
schehen, wenn der Rednctionsk egelschnitt B im Punkte t^ die von l 
nach (^1) gezogene Gerade zur Tangente hat. 
Daher der Satz: 

„Ist der Träger der eindeutigen Reihe eine Riickkehr- 
tangente der Curve, so berührt der durch den Rückkehr- 
punkt gehende Directionstegelschnitt in demselben eine 
Gerade, welche nach dem Schnittpunkte der Doppeltan- 
gente mit jener Tangente geht, bezüglich deren der Di- 
rectionskegelschnitt bestimmt wurde," 

Wir sind hierdurch in Stand gesetzt, folgende Aufgabe zu lösen: 
,,Von einer Curve dritter Classeistdie Doppeltangente, 
eine Rückkehrtangente nebst deren Berührungspunkt und 
drei weitere Tangenten (oder zwei Tangenten nobst dem 
Berührungspunkte einer derselben) gegeben, man soll die 
Curve construiren." 

Man wird die Rückkehrtangente zum Träger der eindeutigen 
Reihe nehmen und erhält für den Dir ectionskegel schnitt so viele Stücke, 
als zu seiner Bestimmung nothwendig sind. 

Die Durchführung mag auch hier dem Leser Überlassen bleiben. 

36. Wenn eine Curve C/ dritter Classe mit einer Doppeltangente 

/l vorliegt, und man nimmt irgend eine Tangente tJ zum Träger der 
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eiiideutigeii , die Curve erzeugenden Reihe an und bestimmt den Di- 
rectionskegel schnitt J? bezüglicli einer anderen Tangente 1, eo ent- 
spricht jedem Pimltte & von B eine Tangente ( von C^*, welche man 
erhalt, wenn man -8- von (61) auf J und von (^1) auf G projiciii. 
und die zwei erhaltenen Punkte verbindet. Umgekehrt entspricht jeder 
Tangente t von Cj* ein Punkt & von B, welchen man erhält, wenn 
man ((6) mit (^1) und (z/6) mit (il) verbindet, und die beiden Ver- 
bindungslinien zum Schnitte bringt. 

In dieser Art kann man aber jeder Geraden 6f der Ebene einen 
Punkt (/ entsprechen lassen; man braucht nur g zu definiren als den 
Schnittpunkt der beiden Geraden ; "(5^) (6 1) und (ÖGJJJV). 

„Den s'ämmtlichen Strahlen, welche durch einen Punkt 
p gehen, entsprechen dann offenbar die Punkte eines Ke- 
gelschnittes P, welcher dem Dreiseit 6z/l umschrieben ist 
und in den Ecken (61) und (z/1) jene zwei Linien zu Tan- 
genten besitzt, welche diese Ecken mit dem Punkte P ver- 
binden, so dass also der Pimkt p der Pol der Seite 1 bezüglich 
dieses Kegelschnittes ist." 

Denn dreht sich der Strahl G um den Punkt p, so beschreiben 
die Linien (z/G) (6l) und (6G) (z/1) an den Scheiteln (z/1) und (61) 
zwei projeetivische Büschel, deren Directionscentrum der Punlit p ist, 
imd für welche die Strahlen z/ und 6 zwei projectivisch entsprechende 
sind; wir ^sagen, dass der Kegelschnitt P dem Punkte p zugeordnet 
sei; daher: 

,, Jedem Punkte p ist ein Kegelschnitt P zugeordnet, 
welcher dem Dreiseit z/16 umgeschrieben ist und für wel- 
chen p der Pol von 1 ist." 

Jedem Punkt von P entspricht ein Strahl durch p und, da jedem 
Punkte von IE eine Tangente von C3* entspricht, so erkennt man, dass 
den Schnittpunkten der beiden Kegelschnitte It und P die durch den 
Punkt p gehenden Tangenten der CniTC G^* entsprechen. 

Die beiden Kegelschnitte P und R haben ausser dem Punkte (6 1) 
noch drei weitere Punkte gemeinschaftlich, welchen die drei von p an 
C/ gehenden Tangeuten entsprechen. 

Wir haben hiemit eine zweite Lösungsart der folgenden Aufgabe 
erlangt : 

„Eine Curve dritter Classe ist durch die Doppeltan- 
gente und weitere zu ihrer Bestimmung nothwendigen 
Stöcke gegeben, man soll die drei durch einen beliebigen 
Punkt ji gehenden Tangenten der Curve coUatruiren." 

Man wird den dem Punkte p zugeordneten Kegelschnitt P und 
dessen drei weitere Schnittpunkte mit B bestimmen; die diesen drei 
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Punkten entsprechenden Tangenten der CuiTe C^* werden durch den 
Punkt jp bin durchgehen, womit die Aufgabe gelöst erscheint. 

Gehört der Punkt p der Curve C./ an, ao fallen zwei von den 
drei Tangenten in die Tangente des Punktes p hinein; demgemäss 
müssen auch zwei von den drei Schnittpunkten der beiden Kegel- 
schnitte li und P zusammenfallen, d, h. die beiden Kegelschnitte 
müssen sich berühren. 

„Den Punkten der Curve Cg* sind jene Kegelschnitte 
zugeordnet, welche dem Dreisoit (.^61) umgeschrieben sind 
und den Directionskegelachnitt H berühren." 

Die jeweiHge Berührungstangente beider Kegelschnitte entspricht 
dem Berührungspunkte der Curventangente. 

Auf diesen Satz haben wir schon in einem vorhergehenden Artikel, 
freilich indirect, eine Constmction der Berührmigspunlite der Tangen- 
ten von C^* gestützt. 

Wenn der Punkt p eine Spitze der Curve C^" wird, so fallen alle 
drei durch ihn gehenden Tangenten in die Spitzentangeute. 

Es muss daher der dem Punkte p in diesem Falle zugeordnete 
Kegelschnitt ein solcher sein, dessen drei weitere Schnittpunkte mit 
M zusammenfallen, d. h. welcher den Kegelschnitt li oskulirt. 

„Einem Hfickkehrpunkte der Curve C^* ist ein Kegel- 
schnitt zugeordnet, welcher den Direetionskegel schnitt 
in jenem Punkte oskulirt, welcher der Rückkehrtangente 
entspricht." 

Diess gibt eine neue Lösungsart der folgenden Aufgabe: 
„Eine Curve dritter Classe ist durch die Doppeltan- 
gente, eine fiückkehrtaugente nebst deren Berührungs- 
punkte und diei weitere Tangenten (oder aequivalente 
Stücke) gegeben, man soll sie construiren." 

Wir haben diese Aufgabe früher dadurch gelöst, dass wir die 
Rückkehrtangente zum Träger der eindeutigen Reihe nahmen. Wir 
können nun eine beliebige andere Tangente zum Träger dieser Reihe 
nehmen und erhalten für den Directionskegelschnitt drei Bedingungen. 
(Entweder drei Punkte oder zwei Punkte nebst der Tangente eines 
derselben.) Die beiden fehlenden Bedingungen werden dadurch ersetzt, 
dass der Directionskegelschnitt IJ den dem Rückkehrpunkte zugeordne- 
ten Kegelschnitt in dem Punkte oskuliren muss, welcher der Rück- 
kehrtangente entspricht. 

Nun ist der Kegelschnitt B bestimmt und leicht lineal zu con- 
struiren, womit unsere Aufgabe gelöst ist. 

Prägt man über die Natur des Systems von Kegelschnitten, welche 
den einzelnen Punkten einer Tangente t der Curve C^^ entsprechen, 
so erhält man analog wie im Art. 27. die Antwort: 
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„Die deo einzelnen Punkten einer Tangente t zugeord- 
neten Kegelschnitte bilden einBüschel, dessen vierSchei- 
tel sind; die drei Ecken des Dreiseits ^61, und der der be- 
treffenden Tangente entsprechende Punkt des Directions- 
kegelschnittes." 

Zwei Büscheiseheitel liegen somit auf dem Direetionskegelschnitte 
Jf, Tvesshalb die einzelnen Curven des Büschels auf diesem Kegel- 
schnitte eine Punktinvolution zweiten Grades bestimmen. Die beiden 
Doppelpunltte derselben, welche sieh leicht constmiren lassen, entspre- 
chen, wie leicht einzusehen ist, den beiden Tangenten der Ciirve 0-^\ 
welche der Tangente ( zugeordnet sind. Diese beiden Tangenten wer- 
den somit t in jenen zwei Punkten treffen, in welchen diese Tangente 
die Curve Cj* schneidet. 

Wir erbalten somit eine Lösung der folgenden Aufgabe: 
„Eine Curve dritter Classe ist durch die Doppeltan- 
gente und sechs weitere Bedingungen gegeben, man soll 
die beiden Schnittpunkte derselben mit irgend einer ihrer 
Tangenten conetruiren, ohne jedoch die betreffende Tan- 
gente zum Träger der eindeutigen Reihe zu nehmen." 

Der betreffenden Tangente entspricht ein Punkt des Directions- 
kegelschnittes Jl, welcher mit den drei Ecken des Dreiseits z/61 die 
vier Scheitel des zu verwendenden Kegelschnittsbüschels liefert. Das- 
selbe bestimmt auf R eine Involution, deren Doppelpunkten zwei Tan- 
genten von Cj* entsprechen, welche unsere Tangente in den gesuchten 
Punkten sclmeiden, 

37, Auf dieselben Prinzipien gestutzt, kann man auch l'olgenile 
Aufgabe lösen: 

„Die vier Schnittpunkte irgend einer Geraden mit 
einer Curve dritter Classe vierter Ordnung zu constmiren," 
Sollen die Schnittpunkte einer Geraden G mit der Curve Cg* be- 
stimmt werden, so bedenke man nur, dasa dies solche Punkte sind, 
für welche zwei von den drei durchgebenden Tangenten zusammen- 
fallen. 

Um die durch irgend einen Punkt von G gehenden drei Tangen- 
ten der Curve Gj* zu erhalten, benützen wir den dein Punkte zuge- 
ordneten Kegelschnitt, welcher den Directionskegelschnitt R ausser im 
Punkte (61) noch dreimal schneidet, welchen drei Schnittpunkten die 
drei fraglichen Tangenten entapreehcn. Soll der Punkt von G zugleich 
ein Punkt von Cy* sein, so müssen zwei von den drei Tangenten zu- 
sammenfallen, d. h. der dem Punkte zugeordnete Kegelschnitt muss 
den Directionskegelschnitt berühren. Wir haben somit unter den 
Punkten von G jene herauszufinden, deren zugeordnete Kegelschnitte 
den Directionskegelschnitt berühren. 
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Die den einzelnen Punkten von G zugeordneten Kegelacimitte 
bilden, ■wie sich leicht zeigen lasst, ein Kegels chnittsbüscliel. Sie 
gehen, nämlich alle durch die Ecken des Dreiseits zlGl, so daas der 
Pol der Seite 1 auf der festen Geraden G verbleibt. Verbindet man 
(G6) mit (-^1) nnd {^6-) mit (61), so erhält man zwei Gerade, 
welche sich im vierten Scheitel des Kegel sehnittsbliscbels schneiden. 
Die Gerade G ist eine Diagonaldreieckaseite des Scheitelvierecks. 

Von den vier Scheiteln des Büschels liegt nur einer, nämlich (6 1) 
auf dem DirectJonskegelschnitte R, wesshalb das Büscliel auf diesem 
Kegelschnitte eine cubische Punktinvolution bestimmen wird. Diese 
Involution hat vier Doppelpunkte, welchen jene vier Tangenten unserer 
Curve Og* entsprecheil, die die Gerade G in deren vier Schnittpunkten 
mit Co' treffen. 

Die Construction der vier Doppelpunkte der cubischen Involution 
geschieht wie im Art. 28. 

Ist die Gerade G die unendlich weite Gerade, so sind deren vier 
Schnittpunkte mit 0^* die vier Ässymptotenriehtungen der Curve. Die 
vier obenerwähnten Tangenten, welche diese vier Schnittpunkte lie- 
fern, werden in diesem Falle die Ässymptoten selbst. 

Die vier unendlich weiten Punkte einer Curve Cj* sind entweder 
alle reell, oder zwei reell und zwei imaginär, d, h. die Curve hat 
vier reelle oder zwei reelle und zwei imaginäre Ässymptoten, 

Im ersten Falle können zwei von den vier Schnittpunkten zusam- 
menfallen, wodurch die unendlich weite GeiaJe za einer Tangente der 
Curve wird. Oder abei es fallen gleichzeitig d c beiden anderen 
Schnittpunkte zusammen dann iit die unendlich weite Gerade die 
Doppelt angente . 

"Wenn im zweiten Tille die beidLn reellen Schnittpunkte zusam- 
menfallen, so wird die unendlich weite Geride ebenfalls zu einer 
Tangente. 

„Die unendlich weite Geiade sclmeidet cmc C iive Cg* entweder 
in vier Punkten, oder sie lat c u e Tin.iente lei ( urve, oder sie ist 
schliesslich die Doppeltangente derselben 
Mit anderen Worten 

„Eine Curve C3* hat entwedei vier im LnUnhen liegende Ässym- 
ptoten, oder es sind zwei im Endhchen und zwei 1 nendlich weit, oder 
schliesslich alle vier Ässymptoten smd unendlich weit." 
Andere Fälle können nicht eintreten 

Die Curven mit viei leellen im Endlichen lie£fenden Ässymptoten 
könnte man hyperbolisch jene mit nur zwei reellen Ässymptoten im 
Endlichen elliptisch, die fut welche die imendlich weite Gerade eine 
Tangente ist, parabol hyperbolisch oder paiibolo elliptisch (je nach- 
dem die im Endlichen liegentlen zwei Assymptc ten reell oder imaginär 
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sind), und die, für welche die unendlich weite Gerade die IJoppel- 
? ist, paraboliscli iiennen. 
) wäre die Steiner'ache Hypocycloide eine parabolische Curve. 
i. Wir haben schon zwei Methoden kenneu gelernt, wie eine 
e bei der Construction einer Curve O3* berücksichtigt wird. 
Die eine gründete sich darauf, dass wir die Spitaentangente zum 
Träger der eindeutigen Reihe nahmen, während wir bei der zweiten 
einen Hölfskegelschnitt verwendeten, welchen der DirectionskegeJschnitt 
oskuliren musate. 

Eine dritte Methode besteht nun darin, dass wir bezüglich der 
Spitzentangente den Direetionskegelschnitt It bestimmen. 

Ist z/ die Doppeltangeute , 6 der Träger der eindeutigen Reihe 
und S die Spitaentangente mit dem Berührungspunkte s, und bestimmt 
man den Direetionskegelschnitt E bezüglich S, so geht er erstlich 
durch den Punkt (S6), zweitens durch den zu s bezüglich des Punkte- 
paares (Szf), (S6) conjugirt harmonischen PunktsV^nd muss schliess- 
lich (nach Art. 23.) im Punkte s' die Gerade s' (.^6) berühren. Eine 
solche Spitaentangente nebat Berührungspunkt liefert aonach mit der 
Tangente 6 drei Bedingungen für den Direetionskegelschnitt, also 
ebensoviel als sie für die Curve Cj* bietet. Ausser der Spitzentangente 
S und ihrem Berührungspunkte s müssen neben der Doppeltangente 
^ und der Tangente 6 noch zwei weitere Bedingungen (zwei Tangen- 
ten oder eine Tangente nebst dem Berührungspunkte derselben) ge- 
geben sein, welche auch zwei weitere Bedingungen (2 Punkte oder 
einen Punkt nebst dessen Tangente) für den Direetionskegelschnitt 
liefern; man hat dann fünf Bedingungen für denselben, kann also ihn 
und daher auch die Curve 0^* eonstruii'en. Wir sind nun auch im 
Stande folgende Aufgabe au lösen: 

„Von einerOurve dritter Classe ist die Doppeltangente 
^ und awei Spitzentangenten Sj, S^ nebat ihren Berührungs- 
punkten S], Sj gegeben, man soll die Curve construiren." 

Nimmt man Sj zum Träger der eindeutigen Reihe, so musa der 
durch §2 gehende Direetionskegelschnitt, da er bezüglich der zweiten 
Spitzentangente S, bestimmt werden musa, in diesem Punkte die Ver- 
bindungslinie von Sj mit (^Sj) zur Tangente haben. Construirt man 
ferner zu dem Punkte s, den bezüglich des Punktepaares (iS, ^, 
(S| Sj) conjugirt harmonischen Punkt s,', so geht der Direetionskegel- 
schnitt R auch durch diesen imd hat daselbst die Verbindungslinie 
von Sj' mit {S^J) zur Tangente. Schliesslich muas er aber auch durch 
den Punkt (5[ S^) gehen. Man kennt somit von JR drei Punkte nebst 
den Tangenten in zweien derselben, wodurch er also bestimmt ist. Die 
Aufgabe ist hiermit gelbst. 

Ausser den beiden Spitzentangenten ä, und yS^ existirt noch eine 
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dritte A3, welciie dnreh deren Schnittpunkt (&', S^) hindurchgeht und 
nichts anderes als die Tangente des durch diesen Punkt gehenden 
Directioiiakegelachnittes ist, welche leicht coustruirt werden kann. 

Man braucht nur den Schnitt von z/ und (s^s,') mit {Sy S^) zu 
verbinden um Sg zu erhalten. 

39. Die drei Spitzen s,, s.;, s^ der Curve Cj* sind solche Punkte, 
für welche alle drei durch sie an die Curve gehenden Tangenten in 
den resp. Spitzentangenten S,, S.^, S3 zusammenfallen. Den drei Spitzen 
werden also drei solche Kegelschnitte zugeordnet sein, welche den Di- 
rectionskegelschnitt oskubren und zwar in den den Spitzentangenten 
entsprechenden Punkten. 

Darauf kann man eine Bestimmungsart der drei Spitzen reep. 
Spitz entaogenten gründen. 

Die den einzelnen Punkten zugeordneten Kegelschnitte sind dem 
Dreiseit ^Ql umschrieben, wenn z/ die Doppeltangente, 6 der Träger 
der eindeutigen Keibe und 1 diejenige Tangente ist, bezüglich deren 
der Directionskegelschnitt bestimmt wurde. Diese Kegelschnitte bilden 
also ein Netz. 

Da ein Träger des Netzes, nämlich der Punkt (61), auch dem Di- 
rectionskegelschnitt angehört, so wird ee drei Kegelschnitte geben, 
welche den Kegelschnitt R oaknliren. Die drei Oskulationspunkte kann 
man leicht als die drei Doppelpunkte zweier einzweideutigen Punkt- 
systeme auf E construiren. Da die drei Oskulationspunkte (nach Stei- 
ner) einem Kegelschnitte angehören, welcher ebenfalls dem Dreiseit 
^61 umgeschrieben ist, und ihnen die drei Spitzentangenten entspre- 
chen, so folgt daraus, dass die drei Spitzentangenten. wirklich durch 
einen und denselben Punkt geben. Die zu Art. 30, reeiprokeu Be- 
trachtungen lehren ferner, dass, im Falle alle drei Spitzentangenteii 
reell sind, die Doppel tangente eine ideelle sein müsse. 



40, Wir wenden uns nun zu dem Mittelgliede zwischen den Cur- 
ven dritter Oi'dnung mit einem Doppelpunkte und den Ourven dritter 
Olasse mit einer Doppeltangente, nämlich zu den Curven dritter Ord- 
nung und Olasse, welche mit Cj' bezeichnet wurden. 

Eine Curve dritter Ordnung und Olasse kann ebensowohl aus einer 
Curve Q^ als ancb aus einer Curve C3* entstehen. Ersteres tritt dann 
ein, wenn die Doppelpunktstangenten von C^^ zusammenfallen, d. h. 
wenn der Doppelpunkt eine Spitze wird; und letzteres tritt dann ein, 
wenn die Berührungspunkte der Doppeltangente von C^* zusammen- 
fallen, d. h. wenn die Doppeltangente zu einer Infiesionstangente wird. 

Wir haben schon in Art, 13. nachgewiesen, dass die auf diese 
zwei Arten entstandenen Curven identisch seien, und haben schon dort 
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erwähnt, daas eine Curve C^^ reciproker Natur sei, d. h, daes jeder 
Satz, welcher bezüglich ihrer Punkte gilt, auch (in dualer Form) in 
Bezug auf ihre Tangent-eu gilt, nur tritt an die Stelle des Rückkehr- 
punktea und seiner Tangente die Inflexionstangente resp. ihr Be- 
rührungspunkt . 

Wir -wollen den Röckkehrpunkt einer Curve C^^ kurz mit s und 
dessen Tangente mit S, ferner die Inäexionstangente mit 1 Lind ihren 
Berührungspunkt mit * bezeichnen. 

Die für dieOurven dritter Ordnung vierter Olasse und jene dritter 
Olasse vierter Ordnung Ton uns verwendeten Constraetionsmethoden 
werden selbstveratändhch ihre volle Gilfcigkeit für die Curven dritter 
Ordnung und Claase beibehalten. Denn man braucht sich ja nur 
die Doppelpunktstangenten einer C^^ oder die Berührungspunkte der 
Doppel tangente einer C^* zusammenfallend zu denken um eine C^^ zu 
erhalten. 

Diess hat weiter nichts als eine besondere Lage des Directions- 
kegelschnittes bei allen Curven dritter Ordnung und Classe zur Folge. 
Da nämlich der Directionskegelschnitt hei einer C^^ die Tangenten 
des Doppelpunktes berührt, so ist klar, dass er hei einer Curve dritter 
Ordnung und Classe durch die Spitze hindurchgehen und daselbst die 
Spitzentangente berühren müsse. 

Und weil der Directionskegelschnitt bei einer O3* die Doppeltan- 
gente in ihren Berührungspunkten durchschneidet, so folgt, dass er 
bei einer Curve dritter Ordnung und Classe die Tnfiexionatangente im 
Inflexionspunkte berühren müsse — wenn man nämlich die C./ als 
Enveloppe betrachtet. 

„Bei einer Curve dritter Ordnung und Classe gebt der 
Directionskegelschnitt, wenn man die Curve als Ortscnrve 
auffasst, durch den Sückkehrpunkt und berührt in ihm des- 
sen Tangente; fasst man die Curve als Enveloppe auf, so 
berührt der Directionskegelschnitt die Inflexionstangento 
im Inflexionspunkte." 

Es wird nun nicht schwer sein folgende die Curven 6^ betreffen 
den Aufgaben aufzulösen: 

41, „Von einer Curve drit- ' »Von einer Curve dritter 



ter Ordnung und Claaae ist 
die Spitze s nebst deren Tan- 
gente S und weitere vier 
Punkte!, 2, 3, 4gegeben, man 
soll die Curve construiren." 
Man wird die Curve selbstver- 
ständlich als das Erzeogniss zweier 
einzweideutiger Büschel construi- 



Ordnung und Olasse ist die 
Inflexionstangente I nebst 
deren Berührungspunkte i 
und vier weitere Tangenten 
1,2,3,4 gegeben, man soll 
sie construiren." 

Man wird auch hier die Curve 
als das Erzeugniss zweier einzwei- 
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ren, wobei der Punkt s (in wel- | 
chen S übergegangen ist) der 
Bclieitel des zweideutigen Büschels 
ist. Nimmt man nun z. B. den 
Punkt 4 zum Scheitel des eindeu- 
tigen Bflsckels, und bestimmt den 
Directionsliegelsclinitt B bezüglich 
des Punktes 1, so erhält man von 
R vier Tangenten nebst dem Be- 
rührungspuidite einer derselben. 
Nämlich erstens die Tangente 4i, 
ferner die zwei den Punkten 2 und 3 
entsprechenden Tangenten und 
schliesslich die Spitzentangente S, 
welche von It in s berührt wird, 
Hiemit ist der Directionskegel- 
schnitt B bestimmt, nnd man kann 
ohne weiters die Curve C^^ con- 
struii'en. Ebenso kann man jetzt 
wie in Art. 15., 16., 17., 27. leicht 
die Tangente irgend eines Punktes 
der Curve oder die von irgend 
einem ihrer Punkte an sie gehende 
Tangente construiren. Die Gerade 
s 1 schneidet nämlich ausser in s 
den Directionskegelschnitt noch 
einmal, welcher zweite Schnitt- 
punkt mit 4 verbunden die von 4 
aus an 0-/ gehende Tangente liefert. 
Wir wollen uns nicht mit al- 
len diesen Aufgaben, welche für 
Ourven dritter Ordnung mit einem 
Doppelpunkte gelost wurden, hier 
noch einmal beschäftigen, und wol- 
len nur bemerken, dass sie sich 
alle bei den Curven dritter Ord- 
nung mit einer Spitze eben so und 
eben so leicht durchführen lassen, 
wobei es auch sehr oft vorkommt, 
dass sie um einen Grad odei um 
zwei Grade niedriger werden So 
wird z. B. das Auffinden des 
einen Inilexionspunktes der Curve 



1 Doppelpunkte etc. 



14Ü 



deutigen Punktreihen construiren. 
Wobei die Inflexionatangente / (in 
welche i^ übergegangen ist) der 
Träger der zweideutigen Reihe 
wird. Wenn man eine der vier 
Tangenten, z. B. 4 zum Träger 
der eindeutigen Reihe nimmt und 
den Directionskegelschnitt B be- 
züglich einer anderen, z. B. be- 
züglich 1 bestimmt, so erhält man 
für B vier Pujikte nebst der Tan- 
gente in einem derselben. Näm- 
lich erstens den Punkt (41), dann 
die beiden den zwei Tangenten 
2, 3 entsprechenden Punkte, imd 
schliesslich den Punkt i, in wel- 
chem der Directionskegelschnitt B 
die Inflesionstangente I berühren 
muss. Der Directionskegelschnitt 
ist dadurch unzweideutig gegeben, 
und man kann beliebig viele sei- 
ner Punkte und somit beliebig 
viele Tangenten unserer Curve con- 
struiren. 

Jedem Punkte von B ent- 
spricht eine Tangente von Oa'' und 
jeder Tangente von li ein Punkt 
von Cj'. Man wird mm leicht nach 
Art. 32. den Berührungspunkt ir- 
gend einer Tangente der Curve 
aus der Tangente des ihr entspre- 
chenden Punktes des Directions- 
kegelschnittes construiren können; 
ebenso den Schnittpunkt irgend 
einer Tangente mit der Curve nach 
Art. 31. oder 36., welche Aufgabe 
hier lineal ist. Die Bestimmung 
der Spitz entangente ist hier eben- 
falls eine einfache lineale Aufgabe, 
weiche darauf hinauskömmt, das 
zweite Doppelelement zweier gleich- 
artige! piojectiviacher Gebilde auf 
demselben Träger zu bestimmen, 
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liaeale Auf- 



naeh Art. 13. 
gäbe seio. 

Die Durchfühnmg dieser ver- 
seliiedenen Aufgaben überlassen 
wir dem Leser und wollen uns 
nur mit jenen beschäftigen, welche 
die Construction der Ourve aus ge- 
gebenen Elementen zum Gegen- 
stande haben. 

„Von einer Ourve dritter 
Ordnung und Classe ist die 

Spit! 

litere 
^ente 



gente S, ferner drei 
Punkte nebst der Tang 
eines derselben geg* 



ben 



man 
stru: 



soll die Ourve 



wenn das andere Doppelelement 
bekannt ist. 

Auch hier müssen wir es dem 
Leeer überlassen, diese einzelnen 
Aufgaben zu lösen, da sie für uns 
nichts wesentlich Neues liefern und 
dieselbe Behandlung erfordern, 
welche sie bei Ourven dritter Classe 
mit einer Doppeltangente gefunden 
haben. 

Viele von ihnen sind bei einer 
G^^ von niedrigerem Grade als bei 
einer G^*. 

,,Von einer Curve dritter 
Ordnung und Classe ist die 
Inflexionstangente I nebst 
deren Berührungspunkt i, 
ferner drei weitere Tangen- 
ten nebst dem Berührungs- 
punkte einer derselben ge- 
geben, man soll die Ourve 
construiren." 
In beiden Aufgaben wird man sofort die zur Bestimmung des Ui- 
rectionskegelschuittes li nothwendigen Stücke erbalten, wodurch die 
Ausführung der Construetion gesichert ist. Man wird die Oonstrucfcion 
selbst in drei Arten anordnen können, je nachdem man nämlich den 
Directionske gel schnitt in dieser oder jener Art bestimmt und diesen 
oder jenen Punkt (Tangente) zum Träger des eindeutigen Gebildes 
nimmt. 

Ebenso leicht sind die folgenden Aufgaben zu lösen, wesshalb sie 
eine weitere Erörterung hier nicht finden sollen. 

I ii^on einer Curve dritter 

I Ordnung und Classe ist die 
I Inflexionstangente nebst de- 
I ren Berührungspunkte, fer- 



„Von einer Ourve dritter 
Ordnung und Classe ist die 
Spitze nebst ihrer Tangente, 
ferner zwei weitere Punkte 
nebst deren Tangenten gege- 
ben, man soll die Curve con- 
struiren." 

„Von einer Curve drit- 
ter Ordnung und Classe ist 
die Spitze nebst deren Tan- 



ner zwei weitere Tangenten 
nebst deren Berührungs- 
punkten gegeben, man soll 
die Curve construiren." 

„Von einer Curve dritter 
Ordnung und C.lasse ist die 
Spitze nebst deren Tangente, 
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gente, ferner die Inflexions- . forner die Inflexioiistan- 
tangente nebst derenBerüh- I gente nebst deren Berüh- 
rungspunkt und schliesslich ruugspunkt und schliesslich 
ein weiterer Punkt gegeben, ] eine weitere Tangente ge- 
man soll die Ourve cou- j geben, man soll die Curvc 
struiren" ' construiren." 

42 Bti der Bi,stiinmunf> dei Curven dritter ürduang mit einer 
Spitzp wuide ausser dpi Spitze tiuch noch die Spitzentangente gegeben. 
Wh wollen nun zeigen, dass wenn man die Tangente der Spitze 
nicht kennt, ei immei zwei Cuiven gibt, welche den gegebenen Be- 
dingungen Genüge leisten 

Die fui eine Curve tj'' gegebenen Bedingungen, welche wir in 
Betracht ziehen, sind Punkte, dui(.li welche die Curvo hindurchgehen 
soll. Da nun eine Cnrve C^^ durch den Doppelpunkt und sechs wei- 
tere Punkte bestimmt ist, so ist klar, dass wir von einer Curve dritter 
Classe und Ordnung neben der Spitze nur noch fünf weitere Punkte 
annehmen dürfen. 

Ob auf diese Art und Weise eine oder mehre Curven C.^ bestimmL 
sind, werden wir dadurch untersuchen, dass wir die ganze Schaar von 
Curven dritter Ordnung betrachten, welche die gegebene Spitze zum 
Doppelpunkte haben und durch die fünf gegebenen Punkte gehen. 
Diese Curvenschaar bildet offenbar ein Curvenbuschel da duich jeden 
sechsten Punkt eine von denselben und nui eine einzige bestimmt 
wird. Jede der Curven besitzt in dem gemeinsamen Dt ppelpunkte ein 
Tangentenpaar, welche Tangeuten paare einer quadratischen htrahlen- 
involution angehören. Diese Involution wird zwei Doppelstrahlen be- 
sitzen, die zwei Curven des Büschels angehören, für welche der Doppel- 
punkt eine Spitze ist. 

Wir können zu demselben Resultate auch folgend er raassen gelangen : 
Nimmt man einen der fünf gegebeneu Punkte zum Scheitel des 
eindeutigen Büschels, und bestimmt den Direcfcionskegelschnitt B be- 
züglich eines anderen Punktes, so erhält man nur vier Tangenten 
von R. Die den sammtlichen Curven des Büschels zugehörigen Di- 
reetionskegelsehnitte bilden demnach ein System von einem festen 
Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitten — eine Kegelschnittsreihe. 
Die von dem Doppelpunkte an den jeweiligen Directionskegelschnitt 
gehenden zwei Tangenten sind die beiden Doppelpunktstangenten, und 
da die von einem festen Punkte an die, einem festen Vierseit einge- 
schriebenen Kegelschnitte gehenden Tangentenpaare eine Involution 
bilden, so ist in der That bewiesen, dass diess auch von den Doppel- 
punktstangentenpaaren der Curven des betrachteten Büschels gilt. 

Unter den dem festen Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitten 
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gibt es zwei, welche durch den gemeinsamen Doppelpunkt des Curven- 
büschels gehen, und welche den Doppelstrahlen der besprochenen 
Strahlellinvolution entsprechen. Es sind diess offenbar die Directions- 
kegelsehnitte für solche Curven des Büschels, für welche der Doppel- 
punkt eine Spitze wird: 

„Unter den Ourven dritter Ordnung, welche durch fünf 
Punkte gehenund einen festen gemeinschaftlichen Doppel- 
punkt besitzen, gibt es zwei, für welche der Doppelpunkt 
eine Spitze wird." 

Gleichzeitig haben wir folgende Aufgabe gelöst: 
„Man soll jene zwei Ourven dritter Ordnung zeichnen, 
welche durch fünf gegebene Punkte gehen und in einem 
gegebenen Punkte eine Spitze haben." 

Man wird die Spitze zum Scheitel des zweideutigen und einen der 
fünf Punkte zum Scheitel des eindeutigen Büschels nehmen und den 
Directionakegelschnitt R bezüglich eines anderen derselben bestimmen. 
Man erhält von It vier Tangenten, weise jedoch, dass E durch 
die Spitze hindurchgehen müsse. Diess liefert zwei Directionskegel- 
schnitte B, und R^, welche den beiden Curven dritter Ordnung ent- 
sprechen, die in dem gegebenen Punkte eine Spitze besitzen. Je nach- 
dem U[ und Jäj reell oder imaginär sind, werden auch die beiden 
Curven reell oder imaginär sein. 

Ebenso einfach ergibt sich folgender Satz und die Lösung der 
nächstfolgenden Aufgabe: 

„Unter den Curven dritter Classe, welche fünf Gerade 
berühren und eine feste Gerade zur Doppeltangente be- 
sitzen, gibt es zwei, für welche die Doppeltangente zu 
einer Inflexionstangente wird." 

,,Man soll jene zwei Curven dritter Classe zeichneu, 
welche fünf gegebene Geraden berühren und eine gege- 
bene Gerade zur Inflexionstangente besitzen." 

Aus dem über die Curven dritter Ordnung und Classe Gesagten 
geht hervor, dass man sie sowohl als Curven dritter Ordnung mit 
einem Doppelpunkte als auch als Ourven dritter Classe mit einer Doppei- 
tangente behandeln könne. 

In den wenigen diese Ourve betreffenden nächstfolgenden Auf- 
gaben wird man also jede Curve C^^ oder C.^' durch eine Cg^ ersetzen 



43, Es erübrigt uns noch zum Schlüsse der Aufgaben zu geden- 
ken, welche aus der "Verbindung der Ourven C,^, Cj* und -Cj^ mit 
Kegelschnitten hervorgehen, und welche sich zumeist auf gemeinsame 
Punkte, Tangenten oder auf die Berührung und Oskulation dieser Our- 
ven beziehen. 
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Wir wollen zunächst die gemeinsamen Punkte einer C/ und eines 
Kegelschnittes uniä die gemeinsamen Tangenten einer C3* vmd eines 
Kegelschnittes zu bestimmen suchen, wo in beiden Fällen statt der 
C^* oder Cj^ eine G^^ genommen werden kann. 

Eine Curve 0/ dritter Ordnung mit einem Doppelpunkte wird 
von einem Kegelschnitte Cj* in sechs Punkten geschnitten, welche zu 
bestimmen eine Aufgabe des sechsten Grades wäre, mit welcher wir 
uns, da wir keine Mittel zu deren Losung besitzen, nicht weiter be- 
schäftigen wollen. 

Wir wollen vielmehr nur solche Kegelschnitte mit einer 6V in 
Verbindung bringen, welche durch den Doppelpunkt der Curve hin- 
durchgehen, und mit einer C/ nur solche, welche die Doppeltangente 
der Curve berühren. Ferner woUen wir nur die von den Curven C^^ 
handelnden Aufgaben näher uniersuchen, während wir die dualen, für 
C'/ geltenden Aufgaben bloss aussprechen, ihre Durchführung jedoch 
dem Leser überlassen wollen. 

,,Man soll die vier Schnittpunkte einer Curve dritter 
Ordnung mit einem Doppelpunkte mit einem Kegelschnitte 
bestimmen, welcher durch den Doppelpunkt hindurchgeht." 
Sei in Fig. 24 (Taf. V) C^^ die Curve dritter Ordnung, deren 
Doppelpunkt & ist, und jS der durch d gehende Kegelschnitt. Wenn 
man durch einen beliebigen Punkt auf C^^ Strahlen A legi, so 
schneiden diese den Kegelschnitt S in Punktepaaren «„ «^ einer Invo- 
lution, und die Curve C^^ in Punktepaaren «,, Kj, welche von 3 aus 
in einer Strahleninvolution A^, Ä^ projicirt werden. Diese Strahlen- 
involution schneidet S in einer zweiten Punktinvolution a^', a^', welche 
mit der durch A bestimmten «, , Oj projectivisch ist. Denn jedem 
Punktepaar der Einen entspricht ein und nur ein einziges der Anderen. 
Diese zwei Involutionen habei viei solche Punlite wo je zwei Punkte 
aus entsprechenden Paaren zusammenfallen ■wit nennen sie kurz die 
Doppelpunkte beider Involutionen Dle'^e Met Doppelpunkte beider 
Involutionen sind aber nichti indeies als dit von uns verlangten vier 
Schnittpunkte von C^^ und b W 1 finden sie einfich in folgender 
Weise als die Durchschnittspunktu dei Kegelschnittes S mit einem 
zweiten Kegelschnitte S", 

Die Verbindungslinie A von Cj und a, muss, weil die beiden 
Punkte ein Paar einer Iniolution biMen, durch einen festen Punkt 0' 
hindurchgehen, und wird ofienbar ein Bu*>chel beschreiben, welches zu 
dem von A beschriebenen projectivisch ist Diese beiden von A und 
A! beschriebenen projecti vischen Büschel erzeugen einen durch und 
0' gehenden Kegelschnitt S, welcher "5 m denselben Mev Punkten wie 
C4' schneidet. 

Wir haben somit unsere Aufgabe darauf zurückgeführt, che vier 
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Schnittpunkte zweieu Kegelschnitte zu bestimmen. Diesolbf Beliiind- 
lung erfordert die folgende reciproke Aufgabe: 

„Man soll die vier gemeinsamen Tangenton einer Corvo 
C^,* mit einem Kegelschnitte finden, welcher ihre Doppel- 
tangente berührt." 

Wir haben im Vorhergehenden die vier Schnittpunkte einer C^^ 
mit einem durch ihren Doppelpunkt gehenden Kegelschnitt S als die 
Doppelpunkte zweier projecti vis eben Involutionen auf S bestimmt. Nun 
wollen wir in aller Kürze noch zeigen, daes man dieselben Schnitt- 
punkte als die vier Doppelpiinkte zweier ein-dreideutigen Punktsysteme 
auf S betrachten könne. 

Nimmt man nämlich den Punkt auf dem Kegelschnitte S an, 
so wird ein durch gehender Strahl A denselben noch in einem 
Punkte a und die Curve C,,^ in drei Punkten «j, a.^, a.j sehneiden, 
welche von ä auf S projieirt drei Punkte «j, a,, a-^ liefern, die man 
dem Punkte a zuordnen kann. In dieser Weise entstehen auf S zwei 
ein-dreideutige Punktsysteme, deren vier Doppelpunkte die vier Scloiitt- 
punkte von G^^ und S sind. 

In derselben Weise kann man die vier gemeinschaftlichen Tan- 
genten einer CJ mit einem ihre Doppeltangente berührenden Kegel- 
schnitte S als die vier Doppelpunkte zweier ein-dreideutigen Tangenten- 
systeme daretellen. lieber eindreideutige und allgemein ein-w-deutige 
Gebilde und deren Erzeugnisse werde ich in einem nächsten Werke, 
dessen Grundriss bereits fertig vorliegt, ku sprechen Gelegenheit haben. 
44. „Man soll die drei Schnittpunkte einer Curve C/- 
mit einem Kegelschnitte S bestimmen, welcher durch den 
Doppelpunkt d und einen weiteren Curvenpunkt hin- 
durchgeht." 

Bin durch hindurchgehender StrahJ Ä wird S in einem Punkte 
a und (7|^ in einem Punktepaar o:,, a.^ sehneiden, welches, von 3 auf 
S projieirt, auf diesem ein Punktepaar a^, a^ liefert. Das Punktepaar 
ßi, e.j kann man dem Punkte a zuordnen, wodurch auf S zwei ein- 
zweideutige Punktsysteme entstehen, welche die verlangten drei Schnitt- 
punkte zu Doppelpunkten besitzen. 

Fallen von den drei Doppelpunkten zwei oder alle drei zusammen, 
so wird der Kegelschnitt S die Curve 6*4^ berühren resp. oskuhren. 
Es wird selbstverständlich keine-Schwierigkeiten haben können, solche 
Kegelschnitte zu zeichnen, welche die Curve C,^ in einem gegebenen 
Punkte oder in zwei verschiedenen Punkten einfach berühren und über- 
diess anderen Bedingungen genügen. Ebenso leicht und einfach sind 
die reciproken Aufgaben zu lösen. Wir wenden uns daher zu den 
einfach oskulirenden Kegelschnitten und zu solchen, welche mit der 
Curve eine Berührung der dritten Ordnung eingehen , wobei wir 
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wollen, daes ein solcher Kegelschnitt immer durch den 
Doppelpunfet hindurchgehe (respective die Doppeltangente berühre). 

45, Um die KriimrauiigsverhältDisae einer Curve dritter Ordnung 
mit einem Doppelpunkte bestimmen zu können, werden wir sie in dem 
betreffenden Punkte durch einen Kegelschnitt ersetzen, welcher sie 
einfach oskulirt. Diesen Kegelschnitt wollen wir überdiess durch den 
Doppelpunkt der Curve gehen lassen, um seine Bestimmung resp. Con- 
structioa so viel als möglieh zu vereinfachen. 

Ist C^^ die Curve mit dem Doppelpunkte ä, und wir wollten einen 
Kegelschnitt S zeichnen, welcher die Curve im Punkte a oskulirt, so 
betrachten wir d^ System von Kegelschnitten, welche 0^^ in a be- 
rühren, durch den Doppelpunkt d und einen beliebig gewählten niobt 
auf der Curve liegenden Punkt hindurchgehen. Diese Kegelschnitte 
bilden offenbar ein Kegelschnittsbüschel. 

Jeder Kegelschnitt dieses Büschels schneidet die Curve G^-^ ausser 
in a, wo er sie berührt, in d und noch zweimal. Die auf solche Weise 
auf Cj^ entstehenden Punktepaare bilden eine quadratische Punktinvo- 
lufcion, von welcher man sich leicht zwei Punktepaare verschaffen kann. 
Erstens schneidet die Linie aO die Curve in einem Paare, und 
ferner bildet der Tangenttalpunkt von a mit dem Schnittpunkte der 
Curve mit Od ein zweites Paar. 

Durch diese zwei Punktepaare ist die InVolution bestimmt, denn 
sie wird von $ aus durch eine Strahleniiivolution projieirt. 

Der von uns verlangte Kegelschnitt S kann als jener Kegelschnitt 
des Büschels betrachtet werden, welcher die Curve 0/ in einem Punkte- 
paare schneidet, von welchem ein Punkt unendlich nahe bei a liegt. 

Der zweite Schnittpunkt ist also der dem a involutorisch entspre- 
chende Punkt a'; hat man diesen construirt, was einfach mit dem 
Lineal allein geschehen kann, so ist dann S jener Kegelschnitt, wel- 
cher durch ö, und a geht und die Curve C^^ in a berülirt. 

Die Krümmung der Curve Q,^ in a ist dieselbe, wie jene des 
Kegelschnittes S. 

Da der Punkt ganz beliebig gewählt werden kann, so kann man 
ihn auch so annehmen, dass die beiden Punktepaare, durch welche 
die verwendete Punktinvolution gegeben erscheint, die beiden Doppel- 
punkte werden. 

Es ist dazu nur nötbig, dass der Punkt auf einer der beiden 
von a an C^^ gehenden Tangenten und auf dem nach dem Tangential- 
punkte von a gehenden Doppelpunktsstrahle liege, 

Diese spezielle Anordnung wird also nur dann möglich sein, wenn 
der Punkt a (im £"al!e S ein eigentlicher Doppelpunkt ist) nicht auf 
der Schlinge der Curve liegt. 

Ist Fig. 25 (Taf. V) C,^ die Curve mit dem Doppelpunkte ä, a der 
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Pnnkt, für welchen der osltulirende Kegelschnitt S gezeichnet werden 
soll, ferner a der Tangentialpunkt von a, und t die eine von a an 
Cj^ gehende in %■ berührende Tangente, so sei der Schnitt von t mit 
d K der Punkt 0. Dann sind a und %■ die zwei Doppelpunkte der ver- 
wendeten Involution und somit aü und d& die zwei Doppelstrahlen 
der Involution, durch welche die erstere von d aus projicirt wird. 
Construirt man nun den zu 8a, bezüglich des Winkels «§%■, conjugirt 
harmonischen Strahl, so achneidet er C^ in dem dem a involutoriscli 
entsprechenden Punkte «'. 

Der durch 0, 8, a und a gelegte, die Curve C,^ in a berührende 
Kegelschnitt S wird sie in diesem Punkte oskuliren. 

Wir überlassen es dem Leser, die analoge Betrachtung und Con- 
struction für Curven dritter Olasse mit einer Doppeltangente durch- 
zuführen. 
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Druckfeliler -Verzeichniss. 



; 9 Yon unten lies: „Gebilde G und G'" statt „lÜemeiite fr und (?'" 
3 „ „ „ „jenes" statt „jedes", 
„Führt" statt „Führ". 
1 I" statt „von 1'". 
14 „ oben „ „gesuchten" statt „geauchsen". 
„mittelst" statt „mittslst". 
oben „ „X" statt „%"■ 

„dnrch" statt „parch". 
30 „ „ „ „Bweideutigen" statt „eindeutigen". 

■ statt „X". 
statt „i''". 



■' statt „P". 
„DJ" statt „Bj", 
„D\" statt „Dj". 
„dS" statt „dj". 

„zweideutigen" statt „eiiidcHtigen". 
„Doppeltangente" statt „ Doppel tangenteü". 
„Classe" statt „Classe,". 
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